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第 1 章 曲 黎 区 


1.1 向 量 也 法 
在 三 维 欧 史 里 得 空间 里 选取 翰 交 笛 卡 几 坐 标 系 。 习惯 上 ， 称 
普通 笛 卡 儿 坐 标 柔 的 坐标 珊 为 2 翰 、% 轴 、? 轴 ， 把 点 的 坐标 了 配 碟 
《vy (V2)，(t1, 2 ) 或 (4，5,0)， 但 是 在 本 书 里 稍 
为 改变 记 法 , 称 坐 标 朝 为 轴 、 za 轴 、 zs 办 ,从 而 采用 (wv1 ,za ,78)， 
(1 0， 03) ，(41， 3， 23) 等 作为 点 的 坐标 。 有 了 时 ,把 (21 ,23，2%8)， 
(ci aa 43) 表 做 wm (i 二 1, 2, 3)， 
qm(I 一 1,2,8)。 又 有 时 ， 预 先 规 
定 %,7， 上 等 为 取 动 值 1,2, 3 的 
记号 ,而 单 用 vi,@; 等 来 表达 。 这 
个 记 法 的 优点 在 于 能 够 把 坐标 是 
(zm1， 22， XV3) ，(G1 aa 43) 等 等 的 
点 分 别 用 有 关 的 核 文 字 ”4 等 等 图 工 工 
本 质地 表达 出 来 。 从 几何 看 来 , 只 用 一 个 记号 表达 一 物 , 在 直观 地 
理解 内 容 的 问题 上 是 重要 的 。 附 在 核 


的 文字 z, 4 等 的 数字 1, 2, 3 称 为 指标 ， 
本 书 里 用 做 指标 的 全 为 天 都 规定 为 取 
且 动 值 1, 2, 3 的 数 . 
" 我 们 作出 坐标 轴 形 成 右手 制 的 规 


图 1.3 定 。 所 性 有 手 制 是 把 右手 的 大 拇指 、 
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食指 分 别 指向 mw 轴 、 zo 轴 的 正方 向 时 ,中 指 重合 vs 坦 的 正方 向 的 

系统 ， (如果 zs 轴 的 正方 向 与 中 指 有 反对 的 方向 , 便 是 左手 制 .) 
对 空间 里 定 有 顺序 的 两 点 从 始点 向 着 称 点 的 入 段 称 为 有 向 征 

段 或 向 量 ， 用 AB 表达 始点 4、 粮 点 B 的 向 量 。 当 在 行 移动 两 向 

量 AB, A'B' 中 的 一 条 使 始点 重合 时 , 如 果 黎 点 也 重合 , 就 称 为 相 

等 . 当 AB 与 A'B' 相等 时 , 记 为 


AB= NB. 
AB 与 BA 是 不 同 的 向 量 ， 本 书 里 , 如 没有 混淆 不 清 时 , 为 方便 略 
去 矢 符 . 


2 用 点 4, 忆 的 坐标 wy， 5 (=1,2,8) 作 
/ / 成 的 b;—0(2=1, 2， 3) ( 详 曾 地 ， 应 写作 
(D1— 1, bs — a, bs 一 09) ) 称 为 AB 的 支 量 ， 

4 A’ 


相等 的 向 量 有 相等 的 支 量 ; 容易 知道 ， 反 


图 13 过 来 也 成 立 ， 把 始点 与 移 点 一 致 的 情况 当 
作 向 晤 的 特殊 情况 来 看 待 ， 称 为 雾 向 量 而 且 训 做 0。 它 的 支 量 是 
(0, 0, 0), 


向 量 虽 不 是 数 ,但 也 可 以 考虑 加 法 ,减法 、 乘 法, 设 肝 ,了 了,Z 表 
示 支 量 分 别 是 wi, 9i, 各 的 向 量 ,首先 和 革 与 了 的 和 (记号 是 入 十 YY) 
意味 着 以 % 十 Y; 为 支 量 的 向 量 ， 当 祥 , YY 
不 平行 时 ， 把 有 同一 始点 的 西向 量 和 ,YY 
当做 两 边 ， 几 何 学 地 作出 平行 四 边 形 ; 那 
末 祥 与 于 的 和 是 以 这 平行 四 边 形 的 第 四 
顶点 为 称 点 而 且 以 公共 始点 为 始点 的 向 量 图 1.4 
(平行 四 边 形 法 则 ) ， 鼓 苹 的 支 量 是 4, 以 一 为 支 量 的 向 量 计 
作 一 及。 这 样 ， 


和 上 (一 和 ) =0， (1:1) 
其 中 ,右边 是 堵 向 量 。 减 法 类 定 于 


1 向 县 如 法 和 
及 一 了 一 驻 十 (一 卫 )。 (1.2) 

就 是 苹 一 卫 意味 着 支 量 是 四 一 入 的 向 量 . 
如 果 考 宪 以 实数 的 拼 三 小 租 为 支 量 的 所 有 向 量 ， 减 法 也 就 稚 


包括 在 加 法 之 中 了 。 
容易 踊 诈 
(交换 律 ) 对 十 了 Y= 一 了 十 叉 ， (1:8) 
(车 合 律 ) (及 十 了 了 ) 十 2Z= 玉 十 ( 广 十 22). (1:4) 


乘法 有 三 种 .第 一 种 : 支 量 是 办 的 向 量 六 与 常数 gc 的 积 ( 避 
号 是 及 ) ， 意 味 着 支 量 是 amwi 的 向 量 。 很 明显 地 戚 立 

(结合 律 ) a(bX) = (05) 及, (1:5) 

(分 配 律 ) a(X+Y)=aX+oaY., (1.6) 
当 4w>0 有 时 ,与 屋 有 同一 取向 ， 

第 二 种 : 称 为 内 积 或 数量 积 , 对 于 两 向 量 忌 ,Y, 作出 实数 


(XY)=E%, = F191 十 2a03 十 zags (1.7) 
来 定义 它 。 写法 是 (ZZ 了) ,及 .了 等。 特别 是 
(及 义 ) 二 姑 ? 二 十 起 十 和 83， (1.8) 


称 为 向 量 六 的 数量 在 广 ， 很 明 显 ，\ (各 和) 表示 辟 的 长 ,从 而 


EE 表示 与 入 有 辣 一 取向 而 长 为 1 的 向 量 , sd 写 的 支 量 


是 双 的 方向 余弦 。 同样， ,由 于 了 的 方向 余 野 是 -7 当 叉 
与 了 所 成 的 角 是 9 时 , 便 得 到 


_ (XY) , 
cs 0 一 ~ 有 总 7 委 本 过 可 (1.9) 


从 而 ,几何 学 地 看 来 ，( 玉 了 Y) 是 和; 立 的 长 与 所 成 角 的 余弦 相 滋 的 
数量 ， 特 别 是 从 (1.9) 可 以 明了 ,向 量 卫 , 立 委 直 的 条 件 是 
(XY)=0., (4:10) 
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容易 得 到 
(交换 律 ) (XY)— (YX), (1.11) 
(分 配 律 ) XX.(Y+Z)=—=X.Y+X,Z. (4-12) 
第 三 种 : 称 为 外 积 或 向 量 积 ,对 于 长 , Z 它 意 际 着 以 
VYs— Vay Tayi— TiY3, TiYa™— Tay (1:18) 
为 支 量 的 向 量 , 用 记号 也 XY 了 来 表 它 . 
设 行 列 式 
VW Wy Ws 
[XYZ=y Ya Ys (1:14) 
人 2 多 
表示 以 入 ,本 , 2 的 支 量 为 元 的 行列 式 ,容易 看 出 ， 
[XYZI=|/YZXI=|JZXY|=—|XZY| 
~—|YXZ|=-—|IZYX|, (1:.15) 
(KX) (XY) (XZ) 
[XYZIIX YZ IX) (YY) (YZ2")|. (1:16) 
(ZX') (ZY'") (Z2") 


可 是 ， . .xT)=|XY|=0, 
Y.(XxY)=|YXY|=0, 
所 以 屋 xX 和 和 忌 , 又 都 垂直 。 另 一 方面 ， 


2 2 3 


(XxY)’= Za Ws Ws 人 5 V1 03 
Ya Ys Ys Yi Yi Ya 
?十 m2 十 3 V1Y1 + VAY VaYa 
vig + ways + ways 吗 十 吗 十 刀 
GEX) XD| 
(XY) (YI 


设 9 是 耻 , 了 所 成 的 角 ， 便 有 


(XxY)a= (XX) (YY) | 1 ol xxx 
cos 0 1 
= (XX) (YY)sin20， 了 ----- -= 
这 是 由 向 量 卫 ,了 所 作成 的 平行 四 边 形 面 2 
积 的 年 方 ， 所 以 肝 x 卫 的 长 等 于 以 六 , 六 X 
作成 的 平行 四 边 形 的 面积 . 图 1-5 


现在 按照 了, 了 了 , 对 xYY 等 三 向 量 的 顺序 作出 行列 式 | 义 , 立 ， 
及 Xx 卫 |, 它 等 于 (入 Xx 了 )?, 所 以 是 正 数 ， 这 表明 技 这 顺序 的 三 向 
量 习 , 了, 防 xYY 形成 右手 制 . 

从 以 上 所 还 看 出 ,向 量 积 对 x 玉 可 以 几何 学 地 解释 为 这 样 的 
向 量 : 它 和 3 卫 , Y 都 垂直 , 具有 入, 立 所 作成 的 平行 四 边 形 的 面积 
的 长 ,而 且 羡 , Y 和 这 向 量 形成 右手 制 。 容易 界 诈 


XxY=—(YxX), (1.17) 
Xx(Y+Z2) =KxY+XxZ, (1.:18) 
X.(Yx2Z)=—=Y.(ZxX)—2. (XxY) 
=jXYZI|. (1:19) 
又 可 诈 明 下 列 关 系 式 成 立 : 
(XxY)x2Z2= (XZ2)Y— (YZ2) XN, (1.20) 
(XxY) (XxY') =— (XX) YY)— (XY') (YX'). 
(1.21) 


最 后 式 称 为 Lagrange 恒等式 . 
设 对 于 二 向 量 了 , 了 成 立 4 入 十 6 了 一 0, 而 且 存 在 不 同时 等 于 
0 的 实数 4, 5, 就 称 为 了 ,了 Y 线性 相关 或 者 线性 不 独立 。 在 相反 
的 时 候 , 称 为 卫 , 了 线性 独立 ， 从 几何 学 看 来 , 线性 相关 有 这 样 的 
解释 , 把 二 向 量 安 排 到 同一 始点 时 ,七 们 在 一 直线 上 。 
设 在 三 向 量 芋 , 了 , 2Z 之 间 成 立 
aZ+bY+c2Z=0, 
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而 且 存 在 不 同时 等 于 0 的 实数 4,，5, 6c, 或 者 不 存在 ， 那 未 分 别称 
入, YY, ZZ 是 线性 相关 ,或 者 黎 性 独立 ， 这 时 几何 学 的 解释 是 这 样 : 
当 三 向 量 禾 性 相关 时 , 把 它们 安排 到 同一 始点 , 它们 在 一 平面 上 . 
为 了 之 , 了 ,2 要 米 性 相关 , 充 要 条 件 是 

|XYZ|=0., 


【习题 } 
1. 证 明 
(XxY) x XXII)=IXX YY-|Y XY'|X 
=|XYY'IX'-|XYX'|Y'., 
2. 证 上 明 
[XxX, YxY,ZxZ|=|XX ITY ZZ -|XX YY Z|, 


1.2 曲 纺 的 参数 表示 。 切线 与 密切 平面 
在 微 积分 里 ,为 表示 年 面 曲 米 , 释 常 采 用 形 如 
Y=f (%) 
的 方程 ， 曲 杀 的 这 种 表示 法 有 三 个 马 点 ， 第 一 ,关于 w,y， 方程 的 
形状 不 对 称 ; 第 二 ,在 切线 平行 于 wy 轴 的 点 , 微 商 户 变 为 co; 第 三 ， 
当 y 塌 的 平行 直 搁 和 所 论 曲 嫉 在 两 点 以 上 相交 时 , f(w) 成 为 多 值 
夯 数 。 为 了 除去 这 些 缺 点 , 普通 采用 形 如 
w=f(t), y=g(t), a<t<b 
的 参数 表示 。 对 于 微分 几何 的 目的 说 来 ,这 个 方式 较为 便利 . 
我 们 将 主要 研 宪 不 在 一 平面 上 的 所 有 曲线 , 即 所 亩 空间 曲线 ， 
同上 式 相 类 似 地 采用 
m=fi(t), ot<b 
的 参数 表示 来 答 定 宏 间 曲 税 。 可 是 ， 国 常 在 微 积 分 里 把 西数 
y 一 了 (2) 的 征 商 户 , f" 写成 多 % 等 的 方式 . 诈 然 这 样 用 了 久 ;9 
而 不 用 了 ， 版 便 连 画 数 记号 了 也 用 Y 来 表达 ， 选 取 9 一 9(z) 来 不 


1.2 曲 条 的 参数 表示 。 切 入 与 密切 平面 7 
代 y 一 f(z) , 显然 是 粮 济 的 。 在 这 样 意义 下 ,我 们 把 曲 黎 的 参数 丧 
示 瑟 成 


m=—%(t) , w<ti<0. (1:.22) 
当然 假定 (1.22) 的 右边 w(t) 都 是 连续 画 数 ， 如果 ww ( 仅仅 是 连 
种 画 数 ， 如 在 数学 分 析 和 集合 论 中 所 讨论 的 ， 呈 现 种 种 病态 的 曲 
嫉 必 须 列 人 讨论， 但 是 ,在 微分 儿 何 里 为 能 广泛 使 用 微分 学 ,选取 
非 病态 的 平 请 曲 克 做 考 并 对 象 。 从 分 析 学 看 来 , 这 意味 着 假定 了 
责 数 z(t) 的 微分 可 能 性 ， 
当 画 数 了 浪人 (zg<t<0) 具 有 ?7 阶 (7 宇 1) 为 止 的 微 商 ,而 且 这 些 
微 商 双 是 连续 画 数 时 , 称 为 0" 艇 画 数 。 当 曲 徐 (22) 中 的 mm 的 
都 是 Cr 级, 并 且 -9 - 王 妆 不 同时 等 于 0, 序 
3 十 人 2 十 >>0 (1..23) 
的 时 候 , 称 它 为 07 航 曲 烤 . 
对 一 条 有 参数 表示 的 曲 黎 附 .上 参数 坪 加 的 方向 ， 在 它 的 各 点 
都 有 对 应 的 参数 值 . 
当 曲 米 的 参数 表示 是 Cr 级 (> 力 时 ,曲线 是 其 切线 违 入 地 变 
更 的 所 请 平 请 曲线 。 说 到 参数 表示 是 Cr 和 级， 曲线 本 身 要 受到 限 
制 的 同时 ， 宪 的 参数 表示 也 要 
受到 限制 . 
在 本 书 里 如 无 特别 声明 ， 
都 规定 曲线 是 0'(7 汪 3) 弛 的 ， 
例 取 一 个 以 ws 轴 为 轴 ， 
定 径 等 于 a 的 正 圆柱 ， 把 一 张 
用 纸 做 的 一 角 等 于 a 的 直角 三 
角形 着 到 它 的 上 面 ， 使 & 角 的 
顶点 落 在 (wa, 0, 0) 的 点 ， 而 且 


8 第 1 章 曲 楼 给 
非 妊 边 的 夹 边 圈 成 wazs 平面 上 的 第 笃 gc 和 中 心 (0, 0, 0) 的 图 周 ， 
这 时 ,直角 三 角形 妊 边 上 的 点 是 由 方程 

WI—=Q&C0St, wa—osint, ws=at tana (1:24) 
表示 的 曲 糖 的 点 。 

如 果 考 虑 到 曲线 在 圆柱 的 zs<0 部 分 也 同样 知 上 的 情 沉 ， 
(1.24) 式 的 # 的 变 域 是 一 co<t< 二 co。 我 们 也 可 以 护照 图 1.6 
的 料 粮 部 分 关于 wivs 平面 是 对 称 的 位 置 把 三 角形 的 狐 头 卷 上 图 
柱 ， 这 些 空间 曲线 称 为 常 螺 矿 。 这 圆柱 的 轴 称 为 常 螺 线 的 轨 . 

(1.24) 式 的 右边 画 数 都 是 无 和 次 可 微分 的 , 并 可 展开 为 短 般 
数 (所谓 解 析 丽 数 )， 此 外 ， 

好 十 丰 十 好过 0， 
称 这 种 曲线 为 解析 曲线 或 C“ 级 曲 续 . 

在 曲线 Ci:m 一 (0) ，a<t< 和 8 上 ,对 应 于 参数 的 点 用 向 量 记 
法 简写 为 XC) ，, 或 者 有 时 候 称 它 为 点 

根据 微 积分 里 所 孝 的 内 容 , C 的 长 是 用 具有 支 量 4 二 -他 
向 量 云 的 数量 平方 

卫 一 | ~ 至 
来 答 定 的 。 从 而 ， 从 点 (6) 到 CO 上 的 一 般 点 x 的 为 止 的 @ 的 
张 长 是 


:| VE dt. (1.25) 


由 于 红 '25) 式 中 的 彼 积 分 画 数 是 
正 的 ， 把 * 看 作 上 的 画 数 时 , sti) 是 二 的 
严格 单调 增加 画 数 (图 1.7 是 s() 的 图 

图 1.7 表 的 一 例 )。 这样，& 去 上 和 5 的 点 与 
Qs 所 工 的 点 做 成 一 对 一 的 对 应 ,所 以 可 俯 选 取 孤 长 :为 曲线 CO 的 


工 2 _ 曲 各 的 参数 表示 。 切线 与 密切 平面 。 9 
参数 ， 从 (1.25) 得 到 


3() 是 t 的 0" 好 责 数 , 而 反 过 来 道 画 数 4(9) 也 是 同样 的 。 把 
1 一 上 3) 代 进 (lL'22) , 便 获 得 C 的 按照 s 的 参数 表示 
X=X{(t(s)), 0 和 5 过 工 


写 出 

dx _ 

das ~ 
并 注意 

1 地 at 

一 支 7 ， 

就 可 看 出 

X'3 一 二 (1.26) 
从 (125) 酒 出 点 工 塘 ，XL 十 4 为 间 的 弧 长 是 

4=-| /2 dt. 


当 本 是 无 穷 小 时 ,除了 高 次 无 穷 小 外 ， 政变 量 人 等 于 全- V/ 天 4 
写 水 一 必 ， 井 且 称 必 = V 癌 必 为 画 数 s( 的 微分 。 同样， 画 数 
xX() 的 微分 是 dx 一 广 dt, 所 以 得 到 
ds’=— (dx)’?— dw? + dadw2 + adwt. (1.27) 

称 必 为 曲 禾 的 嫉 夫 ， 

在 微分 儿 何 里 把 (237) 说 成 是 决定 曲 科 上 两 个 无 限 邻 近 点 间 
”的 距离 的 式 子 。dz1, dza, dxs 是 微分 ,从 而 是 无 穷 小 量 , 表示 过 近 
于 0 的 状态 而 并 不 是 有 什么 确定 的 大 小 。 因此 , 此 式 的 意义 似乎 
模糊 不 明 ， 但 实际 使 用 它 的 时 候 ， 是 在 (1.25) 式 的 形式 下 来 使 用 
的 ,从 而 不 发 生 模糊 ， 

仅 以 无 穷 小 量 相隔 的 两 点 开 切 ，X (4 二 二) 并 的 距离 ， 按 照 毕 
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堪 哥 拉 斯 定理 ,除了 高 次 无 窃 小 量 略 而 不 讨 外 ,等 于 上 述 的 d89, 所 
以 把 曲线 的 长 定义 为 内 接 多 角形 的 长 的 上 限时 ，(.27) 式 直 观 地 
表明 了 这 个 长 的 定义 。 

如 所 知 ， 曲 区 CC 上 的 点 X 志 的 切 态 是 连 搂 点 工区 与 点 
X(t 十 4t) 的 直线 当 水 ->0 时 处 在 极 
限 位 置 的 直线 . 

连接 点 工人 到 X(t 十 4 人 ) 的 向 

。 量具 有 支 量 
X(t) *0 vit+ At) 一 2 人 全。 
图 1.8 用 同一 4t 来 除 这 些 支 量 , 大 小 虽 有 
改变 ,而 向 量 的 方向 不 变 。 由 于 则 多 是 0" 般 (r3) , 那 末 当 4t->0 
时 ， 


X(t+ 4t) 


人 


4f 一 0 


存在 ,而 且 等 于 z(t 。 因 此 ,在 点 X() 的 切线 的 方程 是 
及 一 X(t) 二 p 文 (1)， (1.28) 

式 中 p 表示 贿 数 .以 点 X@) 为 始点 而 有 支 最 必 人 的 的 向 量 支 称 为 
0 在 点 X(t) 的 切线 向 量 . 

特别 是 , 当 参 数 上 是 弧 长 * 时 ,切线 向 最 是 单位 向 量 , 从 而 
它 的 支 量 必 表示 切 徐 的 方向 余弦 

我 们 用 XQ) 与 XG+ 4 的 连 线 当 4t->0 时 所 处 的 极限 位 蔷 
定义 了 切线 ， 类 似 于 这 种 的 极限 过 程 的 操作 在 微分 几何 里 是 重要 
的 方法 。 为 了 直观 地 叙述 这 样 的 极限 过 程 , 有 时 把 写 训 成 < 切 准 是 
通过 曲 粥 上 两 个 邻 点 的 直 苍 ”。 虽然 井 没 有 紧密 地 与 点 并 从 相 邻 
接 的 点 , 但是, 如 果 照 上 面 所 述 加 以 解释 , 就 可 以 看 作 严 害 的 术语 
了 . 

设 w% 是 同时 不 等 于 0 的 常数 , 旦 以 wm 为 支 量 的 单位 向 量 是 &， 


1.2 ”曲线 的 参数 表示 。 切 净 与 密切 平面 这 
那 末 通过 曲线 上 的 点 区 的 直 欧 的 方程 可 写 为 
及 一 开 ( =pa. 
如 图 工 9 所 示 , 定 义 了 ， 2; 从 点 对 十 
4 向 这 直 米 引 的 牌 米 的 长 是 7 sin wp 。 


可 是 


fx (t+ At) 


DC 
X(t) 
r=V[IxXG+i2N) xt] , 图 1.9 


. _ {alx(t+4) 0 
sin p= 1 8 他 二 元) 一文 芍 ]， 


卉 且 以 


X(t+ 4) =) 十 六 4 十 避 4 二 [3] 


([3] 是 关于 4t 的 三 次 无 穷 小 量 ) 代 入 ,就 有 
rsin 0 一 A/(&X 文 )3. 弄 十 (a xX): (XE) M+ [4], 
因此 ,所 论 垂 线 的 长 一 般 是 4 的 一 次 无 穷 小 量 ,而 且 当 
ax 广 一 0 

财 , 即 所 论 直 线 是 C 在 点 x0) 的 切线 时 ,可 以 看 出 它 是 本 的 二 次 
无 穷 小 量 。 在 这 音义 下 可 以 说, 在 点 X() 最 贴近 曲线 CO 的 直 粮 要 
算是 切 雁 . 

通过 曲线 C 上 的 点 X(t) 而 且 与 X(t) 的 切线 垂直 的 平面 ， 称 
为 C 在 点 x(t) 的 法 平 画 ， 法 和 平面 的 方程 是 

文 (@) (XX—X(t)) =0, (1.29) 

通过 曲 米 CC 上 的 点 Xx() 和 同 它 充 分 舍 近 的 点 XG 二 4)， 
民企 十 4 为， 引 一 平面 ; 当 4 Lt 独立 地 趋 近 0 时 , 称 这 极限 位 车 
的 平面 为 C 在 点 X(t) 的 密切 平面 . 

为 求 它 的 方程 ,很 明显 地 通过 所 答 定 三 点 的 平面 的 方程 是 

[RX—xXt) XG+A—XH) xG+Ast)—xX(t|=0. 

从 此 应 用 平均 值 定理 就 变 成 


1]2 第 1 章 曲 继 前 
| 及 x (E04) 文 作 gad4 光 | 一 0， 
0<0, 0s<1. 
从 第 三 列 减 去 第 二 列 , 并 再 应 用 平均 值 定理 , 便 可 乱 成 
| 及 一 x) 文 (40141t) (+4t)|=0, 
式 中 在 表示 介 于 的 4it, 90;4st 之 问 的 一 个 数 ， 如 果 在 最 后 方程 里 
4it->0，4at->0, 便 得 到 极限 位 置 的 下面 的 方程 
| 及 一 x 文 兰 | 一 0. (1:80) 
但 是 , 当 文 x 羡 = 0 时 , 部 曲线 与 其 在 点 工作 的 切 交 做 成 高 次 
接触 时 (就 是 说 ,从 (十 水 ) 向 在 工人 轨 的 切线 所 引 垂 绪 的 长 是 汪 
的 高 于 二 次 无 穷 小 量 时 ) ， 以 xe) 表示 开 的 2 阶 微 商 ， 霸 且 利 用 
文 XXX #0 的 最 小 整数 pb, 便 可 把 密切 平面 的 方程 写成 
|[X—x() X(t) x (| 一 0。 
我 们 可 以 这 样 悦 ,密切 平面 是 通过 曲线 上 相 邻 三 点 的 平面 . 
通过 点 XX( 匀 的 平面 的 方程 


是 


X(t Ai) 


a(X—x(t) =0, 
其 中 a 表示 单位 法 粮 向 量 ， 从 点 
民居 十 妊 ) 向 这 三面 所 引 的 和 焉 禾 的 
图 1:10 长 是 


a[x(t+At) — x(t)1=a [ 广 4 二 到 42+]. 


只 当 a 广 一 0, a 一 0 时, 这 长 关于 入 才 是 三 次 无 和 劣 小 量 。 所 以 可 
以 这 样 说 ,在 点 对 (由 的 密切 平面 是 通过 点 (人 而 与 曲 米 0 最 贴 
近 的 平面 ， 

在 点 X() 的 密切 不 面 上 , 通过 X(t) 井 垂 直 于 切线 文 ( 坊 的 让 
线 , 称 为 CO 在 X(t) 的 主 法 线 。 又 通过 X(t) 并 垂直 于 密切 平面 的 
直 米 , 称 为 副 法 午 ， 切 禾 和 副 法 禾 决 定 的 斑 面 , 称 为 化 直 平 面 。 


人 3 _Erenet 标 形 与 Frenet 公式 1S- 


【习题 】 
1， 册 2 一 Zi() (qa<t<b) 所 葵 定 的 曲 绚 
要 变 为 平面 曲线 的 元 要 条 件 是 
[ 文 艾 实 | = 0。 本 
一 一 一 一 一 总 
2 如果 空 间 曲 线 0 的 答 切 不 面 都 通过 一 ” 切 镜 入 


个 定点 那 末 C 是 平面 曲线 。 

3. 求 空间 三 次 曲线 C: 21=t， 切 二 可) 
4 一 所 在 点 上 的 密切 平面 的 方程 。 旋 明 C 上 三 点 的 密切 平面 的 交点 在 通过 
这 三 点 的 平面 上 。 


图 1.11 


1:33 Frenet 标 形 与 frenet 公式 


在 解析 几何 里 计 论 椭 图 、 双 上 则 米 和 描 物 禾 的 性 质 时 ， 我 们 总 
是 把 它们 的 为 程 化 为 标准 型 来 进行 , 较为 方便 。 所 请 标准 型 是 对 
于 这 些 曲 米 选 取 有 显著 关 条 的 坐标 轴 并 关于 这 些 坐 标 轩 表 达 的 方 
程 。 关 于 二 次 曲 炎 以 外 的 曲 克 虽 也 有 同样 的 事情 , 可 是 我 们 研究 
对 象 不 是 特殊 曲 黎 而 是 一 般 则 厂 ， 对 于 答 定 曲 炉 并 不 存在 唯一 确 
定 的 、 税 认为 对 这 定 曲名 的 性 质 研究 是 便利 的 坐标 轴 . 但 是 ,在 微 
分 几何 里 研究 曲线 性 质 中 的 局 部 性 质 , 这 是 第 一 目的 ,所 以 对 这 个 
目的 说 来 ， 在 曲 禾 COQ 上 的 点 X( 介 选取 点 ZX( 旨 做 原点 而 且 采 用 稚 
认为 同 曲 线 C 最 密切 连 系 着 的 华 标 轴 , 要 算是 最 便利 了 。 这样 一 
来 ,当然 会 想到 选取 同 C 最 贴近 的 切线 做 第 一 二 ,而 且 把 第 一 、 第 
二 轴 所 次 定 的 平面 才 排 到 同 C 最 密切 连 邓 着 的 密切 下面 ， 从 而 第 
二 轴 是 主 法 粮 , 第 三 轴 是 副 法 米 。 我 们 还 斤 确 定 这 些 抽 的 正 向 . 

为 方便 , 取 的 弧 长 为 参数 ，C 上 附 有 参数 s 的 增加 方向 ， 
而 且 向 量 X'(s) 在 点 X(s) 鞭 正 地 表示 这 个 正 向 。 我 们 选取 这 个 
方向 为 第 一 轴 的 正 向 ， 因 为 

2=1， (1.81) 

微分 后 便 得 到 
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XxX" 一 0。 (4:82) 
从 而 向 量 Xx" 垂直 于 X。 注 意 到 X', X" 所 决定 的 焉 面 就 是 密切 平 
面 这 个 事实 , 便 淖 出 x” 是 朝 疹 主 法 线 的 方向 的 。 因此 ,车 


和 一 开 ， (1.83) 

并 竖 
Xx" =—hé,, (1.34) 

其 中 
b=MVX", (1:85) 


,6&3 是 互相 垂直 的 单位 向 量 ， 而 分 别 地 朝 着 X', XxX" 的 同一 方向 
的 ， 又 熏 

6 一 所 Xe， (1:86) 

很 明显 地 &8 是 朝 着 副 法 线 的 方向 的 。 
我 们 在 (1.34) 虽然 没有 交代 ， 而 假定 了 下 关 0。 如 果 石 =0， &， 
就 不 能 唯一 地 确定 ， 容 易 看 出 ,6=0 的 点 是 切 焰 同 O 做 成 高 欢 接 
触 的 点 ( 即 从 点 (十 4s) 向 点 (3) 的 切入 所 引 垂 各 的 长 是 4s 的 
高 于 二 次 无 穷 小 量 的 一 种 点) 。 我 们 选 定 所 ,名 ,名 所 指 的 方向 ， 
分 别 作为 切 米 、 主 法 粮 、 副 法 入 的 正 


£3 
向 。 这 样 , 切线 、 主 法 线 、 副 法 糖 作 
成 的 坐标 轴 是 右手 制 ， 
{ 在 解析 儿 何 里 释 常 为 了 用 图 志 
4 一 一 “一 、 6。 示 华 标 条 ， 采取 各 坐标 轴 上 从 原点 
引出 的 单位 向 量 ， 


1.12 我 们 以 后 称 这 样 的 图 形 为 标 

形 ， 以 XQ) 为 原点 而 由 上 述 的 驻 , 6 bs 构成 的 标 形 , 记 为 
(fo54，, 并 且 称 为 曲线 C 的 Frenet 标 形 . 

对 曲线 CC 上 各 点 邻 域 的 性 质 的 研究 ,在 各 点 使 用 了 renet 标 形 

来 得 方便 ， 从 而 , 随 着 曲线 参数 上 的 变化 而 得 到 活动 的 一 柔 标 形 ， 


1.3 Frenet 标 形 与 Frenet 公式 。 5 
我 们 把 这 些 标 形 总 括 一 起 作为 考察 的 对 象 。 所 以 这 样 考 察 标 形 系 
是 因为 ，Frenet 标 形 同 答 定 的 曲 缕 具有 客 切 的 几何 学 关系 的 位 
车 ,所 答 定 的 曲 纺 除了 作为 这 些 标 形 的 原点 的 束 迹 而 存在 外 ,更 深 
刘 地 表现 这 曲线 的 几何 学 性 质 的 直接 手段 也 是 同时 容 答 定 了 的 。 

我 们 就 是 这 样 到 达 了 随 着 参数 的 变化 而 动 的 标 形 ， 这 种 新 想 
法 是 从 来 无 论 在 微 积 分 和 解析 几何 里 所 没有 过 的 ， 

这 个 活动 标 形 的 想法 在 本 书 所 述 的 欧 几 里 得 微分 几何 以 外 的 
微分 几何 蛙 同 样 可 以 适用 ,并 且 与 群 论 、 拓 站 学 中 均 必 重要 的 连 征 
群 论 颇 有 密切 关系 ,而 近年 来 特别 看 到 了 它 的 重要 性 ， 

件 随 在 曲 妨 CO 的 各 点 的 

x 和 lth) 
Frenet 标 形 Xfts9， 随 着 参 e £2(s) (s+ ds) 
数 的 变化 而 动 ， 现 在 将 天 明 它 。\\ 必 / 


的 变化 状态 . 取 缴 长 ， 为 参数 ， AN 有 (Ce 二 4s) 
_ \ » 一 
首先 要 成 立 : a8) 
xX 上 Xx(s) X(s+4s) 
1 = ha. 图 1.13 


其 次 ,要 讨论 名 。 由 于 名 是 单位 向 量 , 这 向 量 红 垂直 于 64, 从 而 
可 以 写成 
to—=at1t oats, 
作出 这 式 两 边 与 所 的 数量 积 , 便 得 到 
E162 = a1, 
可 是 
é1és=0, 
所 以 
= 一 名 5a 一 一 上 
01 一 一 8 


改写 cs 为 w, 就 可 写 出 
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2— —hé1+ wes, 
和 完全 同样 地 ,对 63 先 把 它 写 为 

és = b161+ baé,, 


便 有 
和 总 一 
0 一 一 如 6 一 — és=0, 
双 
és63 = 03, 
ba— — C2és— (hE1 — és) és= ~— Ww, 
因此 ,导出 
és = —wés, 
把 以 上 结果 粽 合 起 来 , 便 成 为 下 列 公 式 : 
和 一 &, 
各 = be,, 
名 一 一 好 : 十 20ks， 
名 = 一 25a。 


(1.87) 


称 它 为 Frenet 公式 或 者 Frenet-Serret 公式 。 如 下 文 所 陆续 改 明 
的 ,空间 曲 久 的 微分 几何 性 质 全 是 在 这 公式 的 基础 上 导出 来 的 , 它 . 


是 空间 曲 龙 葵 的 基础 公式 . 


作为 Frenet 公式 的 直接 应 用 , 将 查 明 曲 粮 0 上 一 点 Zo 的 邻 


域 中 曲 缕 的 形状 ， 


为 方便 , 把 所 葵 的 点 取 做 量 狐 长 s 的 起 点 。 这 时 在 点 Zo 的 邻 


域 里 昌 起 可 以 展开 为 短 胡 数 


2 3 
X(s) =Xot (X08+ (Xo HT + (K")o Br + 


(1.88) 


《在 微分 可 能 性 不 高 的 时 候 展开 到 一 - 段 为 止 ,但 是 采用 丰 均 值 定理 


的 形式 )。 根 据 frenet 公式 ， 


1.3 Frenet 标 形 与 Frenet 公式 i7 
X=—6, X=béy, 
bo 
所 以 号 (0) 为 6;, 就 得 到 
和 (3) 一 Xo 一 纺 丘 十 %a5a 十 yata， 
式 中 


2 
2 一 8 一 如 S83 十 :+， 


了 
0 一 多 人 (39) 
一 kowe 
Ys 6 ?十 … 


因此 ,以 点 Xo 的 Frenet 标 形 为 参考 条 , 所 葵 的 曲 粮 在 点 xo 的 邻 

域 的 形状 是 决定 于 (人 1.39) 式 的 。 
这 样 一 来 ，C 在 Xo 的 密切 

平面 上 的 正 射影 逼近 抛物 娘 

bog? . 

; 


wa 一 


在 Xo 的 切 米 、 副 法 粮 所 确定 平 
面 上 的 正 射 影 逼 近 


kowowi 
6 3? 图 1.14 


43 一 


而 且 在 xo 的 主 法 线 、 副 法 线 所 确定 平面 上 的 正 射 影 融 近 
2 8。 


2%3=— 
称 (.39) 为 Bouquet 公式 . 
《习题 】 
1 性 空间 曲 线 C 上 的 相 邻 两 点 是 歼 ， 允 ' 而 且 在 这 两 点 的 切线 的 公共 


疏 线 是 ?, 诈 明 当 Mr' 无 限 趋 近 及 时 , ?的 极限 位 置 是 C 在 1 的 副 法 线 . 
2. 设 在 曲线 C0 的 一 点 8 是 (so) 天 0, w(s0) 和 0， 那 末 在 这 点 的 密切 平 
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面 是 通过 切 缠 志 (so) 而 把 % 的 邻 域 的 部 分 弧 分 成 两 部 分 ,使 分 别 地 属于 这 在 
面 的 两 个 不 同 便 的 唯一 平面 。 


1.4 曲率 与 的 率 


在 讨论 Frenet 公式 所 包 仿 的 意义 之 前 ,首先 说 明 这 里 面 出 更 
的 两 个 量 X(s) , ws) 的 几何 学 音义 . 

取 定 点 O 为 中 心 且 作出 年 径 等 于 1 的 球面 ( 称 为 单位 球面 ). 
对 于 0C 上 的 点 取 以 0 为 始点 的 向 量 所 (8s) 同 它 对 应 ， 那 末 它 的 
秋 点 在 球面 上 画 出 曲 禾 。 我 们 说 ,把 CO 映照 到 球面 上 来 ,并 且 称 这 
上 映 象 为 按照 切 闭 的 球面 表示 ，、 称 这 象 曲线 为 原 曲 绕 0 的 切 生 和 象 ， 
设 在 点 匀 (s) , (8 十 4s) 的 切线 各 (9) ， 所 (十 4) 所 成 的 角 是 40， 


而 且 C 的 切线 象 的 点 名 (3)， 名 (8 十 48) 间 的 弧 长 是 4c， 那 末 


lim 40 1, 是 从 而 技 (1.25) 的 下 面 -- 式 的 导出 过 程 得 到 


4o-0 Ao 
?一 (全 ) (8). 


£1(3) 
VW Xe 
一 \ 


(s+ 4s) 
(5+ 4s) 
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因此 ,从 (4-37) 导出 


sa_ (oY . 
天 9 ) 。 (1.40) 


可 是 在 平面 上 对 两 让 区 04, 0B 所 成 的 角 可 以 按照 回转 OA 使 重 
合 OB 时 的 回转 方向 确定 了 40B 的 正 贯 符号 ,但 是 在 空间 里 就 不 
能 区 别 角 的 正 正 ， 所 以 我 们 常 把 红 (s) , &1(s 十 4s) 的 交角 49 看 做 
正 角 。 从 而 ,由 上 式 导出 


_d0 | 
b= (1.41) 
就 是 
.40 | 
tlm (1.42) 


称 b(s) 为 曲 术 0 在 所 论 一 点 芝 (s) 的 曲率 ， 所 以 这 样 称呼 是 
由 于 它 表达 曲 米 宁 曲 博 玫 的 模 各 度 。 站 年 4 的 图 的 曲率 是 十, 如 


果 取 同 长 的 图 弧 做 比较 ,第 径 越 大 就 是 曲 认 越 小 ,弯曲 情 素 就 越 和 
稳 。 以 这 事实 为 比 哈 , 便 可 明 


了 。 仿效 图 的 例子 , 称 0 
pl)— FE (43) ~、 
为 C 在 其 一 点 x(s) 的 曲 牵 定 
wo 


径 ， 
通过 曲线 C 上 的 相 邻 三 点 图 1.17 
的 图 , 称 为 密切 图 或 曲率 圆 。 同 密切 平面 的 定义 做 比较 , 便 可 明了 
曲率 贺 在 密切 在 面 上 。 我 们 将 证 这 个 图 的 千 径 就 是 曲率 咎 径 。 这 
样 一 来 ,曲率 是 表达 曲 嫉 窒 曲 情况 的 焰 急 度 这 一 事实 ,又 从 一 个 与 
(1.42) 不 同 的 形式 得 到 了 证 明 . 
由 于 向 量 Xx" 是 在 密切 平面 上 表明 了 关于 切 米 的 曲 炎 弯 曲 的 
一 倒 , 而 且 它 的 长 度 是 曲率 (3) , 有 时 称 zx” 为 曲 沸 向 是， 
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坝 曲 线 CO 上 的 点 工 (s) 的 两 相 邻 点 是 工 (s 十 dis) ，X(s 十 438) ， 
帮 且 考察 通过 这 三 点 的 圆 。 当 41s，4as 独立 地 趋 近 0 时 ， 便 有 可 
己 看 作 这 个 圆 的 极限 的 一 个 圆 ,这 就 是 C 在 点 Xx(s) 的 曲率 加 ， 
通过 曲 各 0 上 的 三 点 XX(s), X(s 十 41s) , ZX(s 十 45s) 所 引 的 图 ， 
当然 在 包 合 这 图 的 球面 上 。 现 在 ,了 到 这 样 球面 中 的 任何 一 个 , 衣 沁 
的 中 心 是 2, 年 径 是 7, 那 末 
(X—a)=73 
是 这 个 球面 的 方程 ,而 上 述 三 点 的 坐标 都 必须 满足 它 。 所 以 , 荔 
f(s) = Xs) —a) 2 一 (41-44) 
便 必 须 司 时 成 立 三 个 五 程 
fG)=0， f(s 二 4is) 一 0， f(s 十 4ys) 一 0. 
从 此 按照 Rolle 定理 得 出 
Fst0d)=0, f'(s+0adss) =0, 0<0, 0 一 1。 (1.45) 
上 胃 一 次 应 用 Role 定理 , 便 得 到 
f"'(s+4s) 一 0， (1.46) 
式 中 4s 表示 介 于 如 ys, 0sdss 之 问 的 数 ， 在 (1-45) , (1.46) 里 ， 
418>0，4ss 一 0, 就 可 看 出 
f(s) =0 
和 
f(s)=0, f"(s)=0 (1.47) 
这 三 个 方程 对 于 包含 曲率 因 在 内 的 球 的 中 心 & 与 人生 径 ? 必须 成 
立 .。 


可 是 从 储 :47) 得 到 
X'(X—a) =0, 
xX" (X—a)+1i=0, 
其 中 第 一 式 表 明了 包含 曲率 图 的 球 的 中 心 & 与 点 X(8) 的 器 粮 重 站 
于 邹 线 ,从 而 
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a—X(s) 十 和 3 十 MEs. 
把 它 代 人 上 面 的 第 二 式 里 , 便 导 出 
pta( 一 Na 一 UK 人 a) +1=0, 


.1 
‘Ep, 


可 是 曲率 天 是 这 球 与 密切 平面 的 交 如 ， 从 而 曲率 图 的 中 心 是 这 个 
球 心 在 密切 焉 面 上 的 正 射 影 的 
点 对 (5) 十 pbs。 这 表明 了 曲 雁 
辕 的 后 径 是 曲率 的 倒数 p。 
其 次 ,将 求 Frenet 公式 中 
出 现 的 画 数 w 的 儿 何 学 意义 。 
设 C 在 点 X(s) ,X(s 十 4s) 
的 密切 平面 所 成 的 角 是 44， 
从 定点 0 引 C 的 副 法 线 向 量 
ca(s) 时 ，, 它 的 欧 点 在 单位 球面 
上 画 曲 继 ， 如 果 称 它 为 C 的 副 


法 线 和 泉 ，44 等 于 C 的 副 法 钨 图 1.18 
象 上 两 点 名 (9) ,cs(s 二 4s) 间 的 球面 距离 .从 而 得 到 
( 吕 ) 一 上 一 2 ， (1.48) 
#3(s-+ ds) 05) 


ts+ ds)fc 


图 1.19 


w=-(lm 健 ). 
可 是 从 (1.87)s 成立 
WO—é26s = | 所 ea t2|, 
把 (1.33)，(1.34) 代 久 这 里 来 , 便 得 到 


ws (1.49) 


另 一 证 面 , 从 所 论 曲 线 的 点 x(s 十 48) 向 密切 平面 
ta(X—X(s)) 一 0 
引 垂柳, 因为 


和 (8- ds) =—X(s) +X' ds+x" - 和 


As_ | x (s+ O48) 车， 


Wo 
所 引 垂 线 的 长 如 (s，48) 是 
h(s, As) = |x’ (s) 工人 xX'" (s+04s) | dss 


2 X' (5) < x" (s) | js 


3 
=. (1.50) 


如 果 在 点 对 (s) ,w 一 0, C 在 这 点 要 同 密切 在 面 做 成 高 次 接触 ， 
特别 是 ,对 于 0<s 志 工 的 所 有 s 如 果 w 三 0, 那 末 可 以 证 明 O 不 外 
乎 是 平面 曲线 .希望 臣 考 自己 作出 这 旗 明 . 

从 上 述 的 事实 看 出 ,如 果 在 点 XC3),% 关 0 的 大 前 提 之 下 ww 尖 0， 
那 未 (8，4s) 关 0, 所 以 曲 米 C0 不 仅 要 在 密切 平面 内 部 论 曲 ,而且 
还 要 从 这 平面 腊 离 出 去 〈 要 变 成 非 平面 曲线 ) ,就 是 说 曲线 要 扭 挠 
起 来 。 如 果 上 和 4s 的 值 相 同 , 从 (150) 看 出 h(s，4s) 和 ww 的 值 
的 大 小 成 比例 ， 因 此 ,ww 可 以 看 做 表达 这 个 扭 樟 的 柳 务 度 的 数量 ， 
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从 而 我 们 称 w(s) 为 曲线 C 在 点 X(s) 的 接 率 ， 
从 (1.50) 得 知 , 如 果 名 在 点 3(s) 不 是 0, hls, 4s8) 和 |4s| 虽 
都 是 很 小 ,但 不 是 0。 而 且 由 于 8>0, 当 w>0 时 , 4s>0 的 0 的 
部 分 弧 在 密切 焉 面 的 正 侧 (&s 的 正 侧 ) , 而 4s<0 的 CO 的 部 分 弧 则 
在 其 芮 侧 ， 双 当 2%<0 时 ,情况 恰恰 相反 。 
换 旬 话说 ,如 果 曲 米 C 在 点 X(s) 从 密切 平面 的 各 倒 穿 到 它 的 
正 侧 , 那 末 名 >>0; 相反 ， 如 果 从 正 便 穿 到 和 真 便 , w 二 0。， 这 就 是 色 
的 符号 的 几何 学 意义 ， 因 此 ,只 要 在 X(s) 的 邻 域 里 把 曲 效 怎样 穿 


过 密切 平面 的 情况 看 清楚 之 后 ， 
二 一 适当 地 答 予 44 以 符号 ,就 可 写 
出 
w>0 w<D 
图 1.20 
we (15D 
容易 看 出 , 常 螺 线 
21 一 0Costl， wa—asint, 2s=G tana*t 
的 搁 率 是 
sin aa 
2c 


图 1-20 中 左右 图 分 别 表示 wa>0, a<0 的 当 螺 黎 . 葡 萄 芯 是 0， 
制造 蝗 酒 用 的 圭 布 芯 是 w<0， 
斌 把 人 4BC 画 在 颖 上 .假如 量 出 边 BC 的 长 是 &, 人 B 的 大 
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小 是 B. 数值 wa 和 B 是 这 三 角形 的 形状 有 关 的 重要 的 量 ， 但 是 ， 
仅 有 了 这 些 还 不 能 确定 三 角形 的 形状 。 根据 初等 几何 的 合同 定 
理 , 知 道 了 一 C 的 大 小 7 或 者 边 4B 的 长 ,才能 确定 这 三 角形 的 
形状 ,所 以 4a, B, ?7 或 者 4,c, B 是 完全 特征 化 三 角形 的 量 . 

我 们 对 于 曲 米 得 到 了 曲率 4(s) 和 搁 牵 见 (8)。 这 些 表 达 了 
C 的 显著 的 几何 人 性质. 但 是 , 仅仅 依靠 在 0<s< 工 的 这 些 画 数 究 
婉 能 不 能 够 把 曲 栈 C 特征 化 呢 ? 还 是 这 些 只 不 过 是 象 在 三 角形 的 
例子 里 的 数值 4，B 一 样 表达 C 的 一 部 分 性 质 呢 ? 或 者 相反 地 象 
2; ;7 一 样 是 足以 完全 决定 曲线 C 的 昵 ? 

另外 , 在 三 角形 的 时 候 三 边 的 长 c, 5, e 的 一 组 也 可 完全 地 特 
征 化 宅 的 形状 。 但 是 , 在 三 边 的 长 之 间 要 有 二 边 之 和 大 于 第 三 边 
的 关系 ， 倘 使 ，0， ¢ 完全 随便 的 话 ， 决 不 能 看 做 三 角形 的 三 边 的 
长 . 

答 定 了 曲线 0, 就 确定 了 曲率 %(s) 和 撞 率 w(s)。 但是, 象 三 
角形 三 边 的 长 4, 8, 6 一样 ,其 间 有 没有 什么 关系 呢 ?” 任意 给 定 了 
(8) ，w(s) 的 时 候 ， 分 别 以 这 些 为 曲率 和 搁 牵 的 曲线 计划 存在 不 
存在 呢 ? 

这 些 课题 对 曲 稀 论 说 来 , 不 得 不 成 为 十 分 重要 的 课题 。 我 们 
将 在 第 2 章 插 给 这 些 课 题 以 解答 。 但是, 在 这 里 仅仅 提前 叙述 车 
果 如 下 ， 

基本 定理 I 仅仅 用 曲率 8(s) 和 撞 率 % (8) 便 能 够 把 空间 则 
禾 完 全 地 特征 化 起 来 ， 就 是 , 当 长 相等 的 两 空间 曲 效 QC, CO 上 的 点 
按照 它们 的 始点 量 起 而 有 相等 弧 长 时 ,把 这 些 点 互相 对 应 起 来 ;如 
果 在 对 应 点 常 有 相等 的 曲率 和 榄 率 , 那 未 移动 (而 不 变形 ) CO, 中 
的 一 方 ,可 以 使 它 重合 另 一 方 ,从 而 OC, C 是 互相 合同 的 。 

( 光 是 局 部 的 语 , 从 Bouquet 公式 也 可 推出 这 定理 ,) 

基本 定理 II 在 0<s< 工 任意 给 定 0' 级 画 数 4(8) (>0) 和 
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连续 画 数 w(s) 时 ,分 别 久 这 些 夯 数 为 同 雁 和 所 雁 的 空间 曲线 一 定 
存在 。 (按照 基本 定理 I, 凡是 可 把 它 移 动 使 重合 起 来 的 曲线 都 看 
做 同一 曲 黎 ; 那 末 , 它 只 有 一 条 .) 

在 微 积分 里 于 面 曲 克 的 方程 决定 于 y=f(%) 或 者 2=f(t)， 
y 一 g(t) 。 即 使 对 于 同一 条 曲线 ,这 些 方 程 同 坐标 柔 的 选择 有 关系 ; 
坐标 系 不 同 ,方程 也 就 不 同 。 如 果 使 用 极 坐 标 一 类 的 东西 , 那 就 更 
不 必 论 了. 

与 此 相反 , 答 定 了 6(s) (之 0) , w(s) 时 ， 所 以 能 够 唯一 地 确 
定 曲 久 , 是 由 于 6(s),£(s) 具有 几何 学 意义 而 同 坐 标 柔 无 关 。 因 
而 ,把 

有 一 (8 ， w=w(s) (1.52) 
淖 作 为 曲线 的 方程 ， 旗 很 自然 ， 双 是 直截了当 。 所 以 习惯 上 称 
(1.52) 为 曲 儿 的 自然 方程 . 

以 上 所 述 的 事项 表明 了 , 曲线 C 的 性 质 全 部 凝集 于 曲 座 4(s) 
和 搁 率 ws) (0<s<<Z) 之 中 ， 

【习题 】 

1， 诈 明 在 一 条 曲线 上 曲率 到 处 是 0 的 这 种 曲线 仅 限 于 直线 

2. 证 明 在 一 -条 曲线 上 朱 率 到 处 是 0 的 这 种 由 线 仅 限于 平面 曲线 。 

3. 用 一 般 参 数 上 作 表 示 时 ,曲率 \ 搁 率 的 类 达 式 分 别 如 下 : 

za 一 人 ， 
一 广安 | 
(X xX)2" 


w 


4. 证 明 常 螺 线 二 4% cos t, zs 一 4 sin ti 43 一 bt(a,b 常数 ,4>>0) 的 曲率 、 
接 这 分 别 是 
t= “+r 
5, 通过 曲线 C 上 的 点 x(s) 和 它 的 其 他 三 个 相 邻 点 引 球 面 , 称 它 为 曲率 
球 。 谢 明 : 曲 率 球 的 中 心 决定 于 
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KX{s) + p(s) é2(8) + 0 (8) £3(s) ( 共 中 "一 -hh 


它 的 年 径 平方 决定 于 


3 十 O2 


特别 是 证 明 :空间 曲 素 C 要 变 为 球面 昌 线 的 充 要 条 件 是 
a/ilid 
wet ds \w 染 )=0. 


1. 吕 平面 曲线 .Cesaro 方法 


到 前 节 为 止 ， 我 们 导出 了 作为 空间 曲线 葵 的 基础 的 一 些 数量 
和 人 有 公式， 以 于 将 叙述 如 何 运用 这 些 来 解决 具体 的 间 题 。 首先 要 从 


作为 特殊 情况 的 平面 曲 粮 微分 几何 开始 . 


假发 在 平面 上 坐标 轴 是 右手 制 ,就 是 当 wi 轴 的 正 向 朝 反 时 侍 


回转 方向 旋转 90° 时 , 便 得 到 ws 理 的 正 向 ， 
平面 曲 覆 的 方程 可 以 表 成 
Wim (t), Va ~ l(t), ot<b, 
或 者 用 强 长 表 成 
0 一 MI(3) ， wa 一 03(3) ,OS<s<L, 
因为 采用 了 张 长 * 做 参数 ， 
202 十 092 一 荆 ， 


(i 六 下 
V101 十 0202 一 0 


就 有 
Ce 
从 而 得 到 关系 
m= —hrs, ws= ke, 
可 是 


Ud 了 
1 Xo 
由 


一 8 (402 十 22) =b, 
vs 


Ud 


(1:58) 


(1-.54) 


(1.55) 
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所 以 按照 1>0 或 8<0, 向 量 (wi, 32) 是 从 (m4, v2) 朝 时 人 针 的 反 向 
或 顺 向 回转 一 个 直角 之 后 得 来 。 名 a 
的 。 因 此 ,按照 >0 或 <0, 曲 of. 
线 在 点 s 的 邻 域 从 面 朝 着 在 * 的 2 > 
切线 正 向 的 一 个 观察 者 看 来 ， 是 %>0 k<0 
在 左 个 或 在 右 便 出 现 的 。 如 果 用 图 工 22 
&(S)，6a() 分 别 表示 在 点 开 (8) 具有 支 量 (vw1, 2), (一 82， 01) 的 
向 量 , 就 称 x (3) 5616s 这 个 标 形 为 Frenet 标 形 。 从 (1:54) 式 得 到 


X'—&, 
名 一 全 3。 
另 一 厂 面 ， 
总 一 CE 十 5 
利用 
=1， é1éa=0, 各 二 1， 
便 容易 导出 | 
6 = —fé. 
我 们 称 
X= 如， 
1 一 hés, | (1.56) 
62= —ké : 
为 平面 曲 粮 的 Frenet 公式 . 


为 了 答 出 6(s) 的 几何 学 意义 ， 考 察 扣 (3)， 三 (8 十 4s) 所 成 的 
角 ， 在 所 论 的 平面 上 ,按照 顺 时 全 方向 或 反 时 全 方 向 把 生 (3) 回转 
一 个 微小 角 使 与 (8 十 44s) 平行 而 分 别 答 所 成 的 角 以 员 号 或 正 号 ; 
设 40 是 这 样 得 出 的 微小 角 , 很 明显 地 成 立 


ie) =lim 4 20 (1:57) 
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在 平面 曲 纵 的 情 邵 下 ， 当 画 数 4(3) (0 入 * 答 也) 预先 答 定 时 ， 
从 下 面 所 述 得 知 , 以 这 画 数 为 曲率 的 曲 米 一 定 存 在 ， 

先 假定 已 多 找 到 了 所 要 的 曲 炎 , 设 切 粮 奋 (3) , 鱼 (s 十 4s) 和 固 
定 坐 标 丙 所 成 的 角 是 0, 9 十 49, 那 末 伺 .57) 式 成 立 。 因 而 ， 


9 一 | tas, (1.58) 


其 中 假定 对 这 不 定 积分 中 的 积分 常数 适当 加 以 决定 。 可 是 ， 
好 一 c090， m=sin0, 
用 上 面 求 得 的 04s) 到 这 里 来 , 便 有 
v1 一 | cosO(s)ds, 0a 一 | sin O(s)as. (1 .59) 


预先 输 定 了 k(s), 容易 看 出 :由 (I.58) ，(1.59) 定义 的 (oa(s),oa(s)) 
是 以 这 画 数 4(s) 为 曲率 的 曲线 ， 
灵活 运用 活动 标 形 的 机 构 来 解决 许多 几何 问题 ， 并 指出 了 还 
有 向 新 发 展 的 可 能 性 的 ,是 Cesiro， 
ta(s+4s) SP(s+ 4s) 下 面 将 说 朋 Gesiro 方法 . 
&(s44s) 首先 对 于 曲 入 0 的 各 点 x(s) 
取 同 平面 上 的 点 已 6) 和 它 对 应 . 跟 
着 x(s) 在 0 上 的 移动 ,点 P(s) 一 
Xs) (9) 般 也 要 动 。 称 这 样 的 曲 儿 了 (s) 为 
图 1.23 0 的 促 随 曲 粳 ， 我 们 考察 件 随 曲 米 
也 是 可 微分 的 曲 条 的 情 现 . 为 了 要 表达 点 已 (8) 的 位 置 ,选取 P(s) 
关于 点 xX(s) 有 关 的 标 形 的 坐标 好 (s) , ta(s) , 就 是 
P(s) —x(s) +u(s) 1(8) + (3s) €2 8). 
称 其 中 的 (uz(s) , ta(s)) 为 点 卫 (s) 关于 曲线 O 上 的 点 区 (9) 的 相 
对 坐标 ， 另 一 方面 , 称 已 G) 关于 固定 标 形 的 坐标 p(s) 为 (8) 的 
顷 对 坐标 ， 由 于 
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Pls+4s) =X(s+ 4s) Tw (s+ As) E1(s+ 4s) 
十 Wa(s 十 4s) Ea (8 十 4s)， 
从 这 式 减 去 前 式 的 时 候 , 虽 然 (wi(8) , wz(8)) 与 Qts 十 43) ， was 十 
4s) ) 者 不 是 关于 同一 标 形 的 点 坐标 ， 但 很 明显 地 戌 立 同 普通 一 样 
的 微分 法 则 ,部 
AaP=aX+qduti+uadtt dwtat Usdés, 
可 是 改写 宅 为 下 列 形式 : 
P'=X' 二 Wm + + Est uty, 
以 Frenet 公式 (4.56) 代 到 这 里 ,就 成 立 
= (WO— hust1) + (Wt bu) Ea. 


如 果 蔷 
-ma = 一 bus 十 1， 
CS 
S (1.:60) 
= 一 2 十 kw > 
图 于 得 到 
pp 62 SO , 
PP 去 < 十 ge < (1.61) 
当 曲 线 关 于 一 个 坐标 系 为 (WG) , wa(s)) 所 表达 时 ,把 s 看 成 


时 间 而 答 久 点 的 运动 , 我 们 知道 ' 蕊 的 速度 决定 于 (仿生 ，-24 | 


可 是 很 不 凑巧 地 用 了 活动 坐标 ， 在 各 瞬间 坐标 系 在 变化 , 所 以 


9 a ) 并 不 表达 点 的 速度 . 但 是 侍 .61) 却 表 达 了 ， 


(3 ，-34 ) 恰恰 是 点 忆 的 速 订 向 量 关 于 Brenet 标 形 玉 总 名 的 
支 最 ， 换 名 话说 ，( -24- ，-d4a ) 表示 从 标 形 x6ags 所 看 到 的 点 P 


的 外 表 速 度 , 而 (了 业 ， ) 则 表示 从 同一 标 形 所 看 到 的 点 了 
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的 鞭 正 汪 度 。 至 于 亿 .60) 式 , 表达 了 这 些 外 表 速 度 与 扶正 速度 的 

现在 特别 考察 这 样 的 情况 : 在 曲 入 0 的 各 点 Gs) 的 对 应 点 
P 是 所 论 平 面 上 的 定点 ， 这 时 因为 标 形 本 身 在 动 , 4 (3) ,aa (9) 一 
般 应 蔷 是 s 的 丽 数 ， 为 了 卫 变 为 定点 的 条 件 , 它 的 早 正 速度 是 0， 
就 是 说 ， 

4 人 
称 此 式 为 Ceshro 不 动 条 件 . 这 是 静止 点 的 相对 坐标 应 芒 满 足 的 
微分 方程 . 

设 点 卫 夯 成 曲 禾 本 ,就 求 荆 在 
其 点 已 (s) 的 曲率 . 

发 忆 在 点 已 (9) 的 切线 与 名 (9) 
做 成 的 角 是 g(s), 太 的 弧 长 是 c(9)。 
假如 9 (s) 是 卫 的 切 缕 与 定 直 徐 所 

图 1.24 成 的 角 的 话 ，92 -9 / 分 应 当 
是 所 求 的 六 的 曲率 。 很 不 凑巧 ，g (8) 是 动 直线 名 (9) 与 三 的 切 
姜 所 成 的 角 。 所 以 92 是 并 的 切线 的 旋转 角 的 外 表 变 化 率 。 这 


样 一 来 , 届 太 的 切入 施 转角 的 芙 正 变化 率 为 2, 而 且 厂 的 弛 长 


的 芙 正 变化 率 为 2 ,我们 必须 求 出 52 / 32 。 可 是 容易 知道 
tan p(s) 一 卫 ， (1.68) 


式 中 
A 


1.64 
B=w+t Pu. ) 


1.5 平面 曲 糖 ，Cesaro 方法 8] 
同样 ， 厂 在 P(s 十 4s) 的 切线 与 各 (8 十 48) 所 成 的 角 2 (8 十 4) 决 
定 于 


tan p (st As) = 
从 这 两 式 得 出 
p'so0r pg— BA 2, 
从 而 


， AB'—BA' 
PT TB 
另 一 厂 面 , 容易 看 出 在 (s+ 4s) 的 切线 与 名 (8) 所 成 的 角 是 
9 (s 十 4s) 十 £4s, 因此 扶正 的 角 的 变化 牵 pg' 决定 于 


2 p+h, (1.65) 
这 样 , 便 得 到 
5p _,, AB'- BA | 
hit (4:66) 
此 外 ,了 的 弧 长 是 
c 一 | VB, (1.67) 
且 从 而 
oo 7 
ge- VP 
把 (i:61) 代 到 这 里 ,就 有 
Ge a D3 . 
二 =V4 十 万 5 (1.68) 
所 以 了 的 曲率 zx 决定 于 
pp [bc 工 AB'’—BA' . 
“ds/ qds J A3+B? ) (1.69) 
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要 直观 地 理解 0esiro 的 思想 方法 ,可 用 下 面 的 一 个 比 哈 ， 把 
6 曲 粮 看 作为 奇 曲 的 小 河 ， 小 船 洛 着 这 条 
4 小 河 前 进 , 船 首 沿 河流 而 向 着 下 游 ， 航 到 
在 船上 观察 外 界 ， 是 参考 于 同 自己 一 起 移 
动 着 的 坐标 轴 来 进行 的 。 第 一 轴 是 从 船尾 
图 工 25 向 着 船 首 的 直线 ， 而 第 二 二 则 是 同 它 垂直 
而 向 着 左 航 的 。 从 外 界 的 外 表 变 化 与 现实 变化 的 差异 ， 舱 公 可 以 
得 出 关于 小 河 寄 曲 度 的 楼 急 , 以 及 其 他 有 关 小 河 的 种 种 知识 。 这 
就 是 Cesiro 货 猎 用 过 的 比 只 . 
例题 ” 求 这 样 的 曲线 C, 使 其 上 的 点 开 与 0 在 x 的 曲率 中 心 
K 的 连 千 芒 恨 xK 常 巩 一 定 直 厂 所 平分 . 
【 解 】 关于 在 点 x(s) 的 标 形 写 出 太 段 x(s) 尺 (s) 的 中 点 的 
相对 坐标 : (0， 如 )， 这 点 要 画 所 
一 条 定 直 粮 ， 而 且 因 为 这 就 相当 
于 古 ， 只 要 把 它 的 曲率 x 是 0 这 
个 条 件 榨 查 一 下 就 够 了 . 
首先 明显 地 


4 一 刻 ，B= 寺 和 ， (1.70) 


图 1.26 


从 (1.65) 便 看 出 充 要 条 件 是 :所 求 的 曲 疙 0 满足 + 一 0, 就 是 


atan! 4 
4 十 一 -一 一 一 0 
ds 


因为 
dO 1 
“一 ds (-) 
可 以 改写 上 面 的 方程 为 


1.5 平面 曲 净 。Cesaro 方法 二 


dtan-! 腹 +490， 
于 = —tan (+6) 
(5: 积分 常数 )， 可 是 从 (1.70) 看 出 
B_dadp. 
A ds， 
注意 到 ds==p 99, 所 以 得 到 


和- —tan (0+b)d0, 


p=4 C08 (9 十 D) {1-71) 
(4: 积分 常数 )。 这 样 一 来 ， 
ds=p a0 =aceos (0 二 0)d0， 
因此 
s=—asin (0 十 D) +e (1.72) 
《c: 积分 常数 )。 由 了 于 量 弧 长 时 的 始点 在 CO .上 可 任意 选择 , 什 c 一 0 
也 不 要 紧 ， 这样, 从 (1.71) ，( 人 :72) 成 立 
82 十 2 一 C32. 
这 方程 是 曲名 0O 的 自然 五 程 。 如 所 知 , 具有 这 样 自然 方程 的 
曲 多 称 为 控 科 (下面 习题 2) 。 
在 招 秋 的 顶点 p=0, 所 以 定 直 线 是 通过 摆 焰 的 顶点 ， 从 而 是 
所 论 搜 缮 的 基线 . 
【习题 
1. 证 明 具 有 自然 方程 


p=as+b 
(qb 常数) 的 曲线 是 对 数 螺 简 . 
2. 当 个 径 “的 贺 在 一 定 直 线 上 无 滑 走 地 转动 时 ， 这 图 上 的 定点 的 加 还 
称 为 皖 线 。 它 的 方程 是 


2 一 40 一 48ing， 2 一 4 一 和 oos 0, 


$4 第 1 章 曲 线 窒 


证 明 在 摊 久 上 取 6=< 的 对 应 点 作为 量 缴 长 的 起 点 s 王 0 时， 


p3 一 16a2 sin3 了 


s=— 4a cos 总 ， 
从 而 成 立 
p3 十 52=-16a2。 ( 工 .73) 
(73) 式 是 摆 线 的 自然 访 程 。 
3. 和 不 面 曲 线 C 在 其 上 一 点 
x(s) 的 曲 检 中 心 区 (3) 画 成 的 曲 克 , 称 为 0 的 新 届 线 ， 证 明 渐 屈 线 的 曲率 是 


(| 色 | ) ， 式 中 表示 0 的 此 率 牛 径 ， 


ds 
1.6G 翰 转 曲 入 

一 个 动 图 Co 在 另 一 定 图 C 上 无 沁 走 地 转动 时 , 固定 于 Co 的 
一 点 所 画 的 轨迹 按照 其 所 在 的 位 置 是 外 皖 线 或 内 皖 线 ， 这 个 事实 
想必 是 读者 学 过 的 。 现在 , 将 稍 许 一 般 地 考 
察 这 样 的 轨迹 ， 

在 同一 平面 上 曲线 CC 是 固定 着 的 ， 而 
曲线 Coe 则 和 它 本 身 相合 同 而 动 。 选 取 曲线 
各 自 的 弧 长 为 参数 来 作 表 示 。 假 如 把 弧 长 
s 看 做 时 间 的 话 , 在 各 时 间 s ;Co 上 的 点 xo(s) 
与 0 上 的 同 参 数 的 点 x (3) 重合 ,而 且 当 0。 

图 1.28 连 炽 地 运动 直到 xo(s) ，X (s) 的 切 粮 一致 为 
止 时 ,我 们 说 : 曲线 Co 在 C 上 无 滑 走 地 转动 , C 是 多 曲线 , Co 是 
转 曲 转 . 

在 Co 沿 O 上 无 请 走 地 转动 的 各 瞬间 里 ，Co，C 在 切 点 的 
Frenet 标 形 完 全 重合 . 

发 点 乙 是 固定 于 Co 的 , 而 且 当 06 在 C 上 无 请 走 地 转动 时 ， 


图 1.27 
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书 眼 随 它 而 运动 ， 这 时 , 称 也 所 夯 的 曲 米 了 为 输 畦 曲 科 . 
在 固定 的 检 而 上 画 上 曲 科 0, 在 & 


另 一 张 透明 新 面 上 画 上 曲 黎 Co, 把 第 ZA" 
Sq 


二 张 重合 在 第 一 张 上 ,使 Ce 同 C 相 切 
并 且 不 要 请 走 而 转动 第 二 张 纸 面 ; 这 
样 ， 第 二 张罗 面 上 的 各 点 所 丙 的 轨迹 
就 是 输 转 曲线 。 下 丰 来 研究 输 转 曲张 
的 性 质 . 图 1.29 

首先 因为 了 关于 06。 是 静止 的 ,如 果 (ww(s), wa(s)) 是 了 关于 
Ce 与 C 在 切 点 Xo(s) 的 Frenet 标 形 的 相对 坐标 , 从 (162) 成 立 
不 动 条 件 


9 = hoa 一 1, Ola 一 一 kKous 3 (I . 74) 


式 中 如 (3) 表示 0 的 曲率 ， 
可 是 在 同一 睡 间 , P 关于 C 的 相对 坐标 也 是 (wi (3) , wz(s)X 因 
为 在 Xo(s) 与 XxX(3) 的 标 形 是 重合 -一致 的 ) ， 兰 且 点 古 的 其 正 变化 


率 (3 ，- 人 Oe ) 明显 地 决定 于 
一 大 一 十 
(1.75) 
Te 二 他 十 有 4, 
从 (I-74)，(1.75) 得 出 
(一 且 w， 名 一 (ho 一人 WW (1-76) 
因此 ， 
bua _ 
Ou Ua 


这 式 表明 , 工 在 点 了 (s) 的 切线 垂 度 于 直线 X(9) P(s) ， 就 是 
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X 六 是 的 法 线 。 所 以 点 已 (3) 在 这 一 瞬间 里 可 以 看 作 受 到 以 点 
X(s) 为 中 心 的 旋转 运动 . 
昌黎 了 的 绝 长 o 决定 于 
lv 


-| | 有 一 下 MT ds, (1.77) 
0 


从 而 
52- 1 和 一 8 三 王 大 . (1.78) 
把 4 二 (ho 一 6)vs，B 一 一 (ho 一 有 wi 代入 (1.69) 式 来 求 栈 的 
曲 认 6*, 容易 看 出 它 决 定 于 


1 — ia TW 
kb* 一 _ ( i103 了 2 
[Bp vi\ 这 二 ”十 


叉 从 (1.74) 式 代入 , 便 得 到 


“一 一 _ za . 

" | 8o 一 下 | /B+ (# ht ). (414.79) 
设 XP 与 61(s) 所 成 的 角 是 06, 线段 X(9)P(9 的 长 是 x; 由 于 
Ua 

~ 十 中 

公 十 但 一 2 


置 s 一 sgn (人 一 加 ) , 就 得 到 公式 


一 sin 0， 


* 6 esing 
7 (6 一 如 )73。 
容易 改写 它 ， 
1 1_/1 TY LI , 
ap”—7 7 (二 二 5 (1.80) 


称 它 为 Euler-Savary 公式 ， 
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班 在 ,就 述 Puler-Savary 公式 的 一 个 应 用 。 当 得 转 曲 秦 上 的 
点 了 是 拐点 时 ,由 于 曲率 等 于 0， 如 
r= siny, 


式 中 


1 
二 一 ho 一 
R | 


这 表明 了 ， 在 瞬间 。 里 ， 凡 使 固定 于 
Co 的 点 所 画 的 翰 转 曲 悉 具 有 扬 点 的 图 130 
这 种 点 卫 的 雪 迹 ， 是 在 点 x(s) 中 心 x(s) 十 好 和 和 在 径 且 的 图 ， 
称 这 图 为 在 曙 闻 * 的 拐点 图 . 

现在 考察 这 样 情况 : 把 曲线 Co 在 晶 线 O 上 无 请 走 地 业 动 , 国 
定 于 Cs 的 曲 纺 To 与 固定 于 〇 的 曲 缕 
三 常 相 切 而 转动 ， 这 时 ，Fo, 厂 可 以 看 
作为 分 别 是 两 册 粮 在 各 瞬间 的 切 点 画 成 
的 伴随 曲 攻 

对 于 曲 儿 0o。 和 0 的 Frenot 标 形 在 
每 一 瞬间 s 总 是 一 臻 的。 所 以 件 随 曲 入 

图 1.31 To 关于 Co 的 相对 坐标 (wz (3) , a03) ) 完 

全 重合 于 工 关于 0 的 相对 华 标 ， 了 。， 工 的 切 点 的 芙 正 变 化 率 决 
定 于 


Hoa 一 由 一 Houa 十 二， 
3 (1.81) 
一 路 +h 
全 
3 一 由 一 zi 十 十， 
》 (1.892) 
I = 二 Bui, 
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从 而 Ze Z 相 切 的 条 件 决 定 于 


oz 。 Gotis Oui 。 us , 
ds ds ds ds° (1.88) 


由 《1.81),(1-.82) 代 久 这 里 , 便 有 
ww +1) 十 2at = 0. (1.84) 
反 过 来 ,如 果 这 条 件 成 立 , 那 未 7o, 二 常 相 切 。 
从 (1.88) 式 还 容易 导出 


Our1 , Sua 
ds " ds 


此 关 素 表明 , To 和 也 在 切 点 的 共同 切 禾 垂 直 于 Co, 0O 的 切 点 与 
To 工 的 切 点 的 连 米 ， 

1 地面 两 曲 科 Co，C 都 是 图 的 特殊 情况 ， 
: / 在 齿 坦 的 理论 里 是 重要 的 。 这 是 因为 ， 
NE 些 奏 的 齿 廓 曲 糖 有 一 条 叫 节 贺 的 固定 曲 
~ > 线 ( 是 个 圆 ) , 两 元 输 互 相 哎 合 而 回转 ;这 


， 节 国 。。 些 节 图 中 的 一 个 在 其 他 一 个 上 无 滑 走 地 


一 一 2a:t1。 


、 /4 转动 时 ， 固 定 于 这 些 节 图 的 曲 入 常 是 保 
站---- 一 持 相 切 的 状态 ， 所 以 (1.88) 式 在 齿 输 方 
图 1.32 面相 当 于 通称 齿 廓 曲 禾 的 吐 合 方程 ， 这 


样 ,活动 标 形 的 理论 在 齿 输 研究 中 也 成 为 重要 的 方法 ， 

【习题 】 对 寿 面 曲 厂 C 的 切线 从 所 在 在 面 上 的 一 个 定点 也 引 洛神 ， 垂 
足 的 坦 迹 称 为 卫 关于 C 的 垂 足 曲 黎 。 把 C 在 一 直 米 上 无 滑 走 地 转动 时 , 证 
明 (Steiner 定理 ) : P 所 瑟 的 曲线 的 弧 长 答 于 卫 关 于 C 的 疏 足 曲 钱 的 强 长 . 


1.7 定 科 曲线 
重新 回 到 空间 曲 终 ， 要 把 关于 其 性 质 的 一 两 个 定理 作为 例子 


来 令 述 ， 
当 曲 米 0Q 上 各 点 的 切线 常 与 定 三 向 做 成 一 定 的 角度 时 ， 称 这 
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样 的 曲 斌 为 一 般 螺 厂 或 定 妊 曲 槛 。 平面 曲线 、 常 螺 线 是 其 特例 。 


定 疼 曲线 的 切线 象 是 图 . £3 
设 定 方向 的 单位 向 量 是 8, 定 角 是 由 那 末 。 
&18 一 c09D， (1.85) 
从 而 [3 £2 
68=0. 
办 此 ,由 Frenet 公式 代 信 这里， a 
£28=0. (1.86) 图 1.33 
所 以 向 量 8 洲 在 乞 ，ts 所 定 的 平面 里 ， 这 样 , 便 可 写 下 
cse 一 sn 


把 (1.86) 导 微 ,并 应 用 Frenet 公式 ， 
—kcost+i+wsin 0 一 0， 
从 而 


k 一 。 
元 一 tan 9, (4:87) 


就 是 癌 , 定 斜 曲 线 的 曲 棕 与 搁 牵 的 比值 在 它 的 各 点 是 -一 定 的 。 
6 cos 0 十 easin 0) =0, 


所 以 章 cos 6 十 &s sin 0 是 一 定 的 单位 向 量 ， 写 它 做 @, 那 末 


et1=¢0s 0， 


因而 所 给 的 曲线 是 定 许 曲线 ， 

定理 ”为 了 曲线 C 成 为 定 竺 曲线 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 曲 达 与 
撞 率 的 比值 在 它 的 各 点 是 一 定 的 ， 

第 星 灯 是 定 妊 曲 黎 。 但 是 ,此 外 还 有 其 他 定 作 曲 禾 ， 

同人 乍 面 曲 焰 的 时 候 一 样 ，0esiro 方法 对 空间 曲 米 的 研究 也 是 
强 有 力 的 方法 。 
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在 答 定 曲 准 CC 的 各 点 民 (s) 取 一 点 P(s) 使 与 它 对 应 时 , 跟着 
点 入 在 0 上 的 变动 ,了 PG) 一 般 也 画 成 曲线 , 这 就 是 伴随 曲线 ， 旋 
点 P(s) 关 于 CO 在 X(s) 的 Frenet 标 形 的 相对 坐标 是 馈 (s) ,Wa(3)， 
wa(8) , 那 示 就 有 
Pl(s) =—X(s) + Eu(s) éls), 
应 用 Frenet 公式 , 便 容易 看 出 


1 OU1 Sug Owus 。 
P 二 人 十 ds 《3 十 ds aa， (‘1.88) 
式 中 

2 一 也 hus +1, 
us = Wa + ku ~ wus, (89) 

3 
6u. 
一 中 十 tta。 


这 里 由 表示 外 表 变 化 率 ，34 表示 其 正 变化 率 。 特 别 是 , 点 的 不 
动 条 件 决定 于 


但 一 kus 一 工 ， 
三 二 一 by tls, | (1:90) 
Ws 一 — WuUa, 
另外 ,伴随 曲线 的 弧 长 c 决定 于 
一 | y z (Se) ds. (1:91) 


在 曲线 的 各 点 我 们 用 了 点 卫 作 为 件 随 点 ,并 考察 了 这 点 
跟 点 ZX 的 变动 而 如 成 的 件 随 曲名 ,但 是, 也 可 用 如 直线 、 平 面 等 种 
种 图 形 来 代替 点 了 了 。 例如 ， 件 随 的 是 向 量 &, 设 它 关 于 各 点 X08) 
的 Frenet 标 形 的 相对 坐标 是 a1(s) , aal3) , a(s) , 那 末 

0(8) = Za (s) &(s). 
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把 它 导 徽 且 用 Frenet 公式 , 便 容易 看 出 


1 Ga ， 
wo &, (1.92) 
式 中 
Sa 一 0 — kas, 
Gas 加 93 
as 一 02 + har 一 2003) | {1. ) 
Sas 7 
Us 一 03 十 200a。 
不 动 条 件 即 a(s) 的 长 和 方向 都 不 变 的 条 件 是 
a = kaa, 一 — kai 十 Was， as 一 — Waa, (1.94) 
Oesiro 的 思想 方法 在 空间 曲 疙 的 情况 下 ， 可 用 下 面 的 比 唉 来 
作 直 观 的 理解 . 


把 空间 曲 米 C 看 做 象 鱼 鲜 一 样 的 小 
曲面 片 所 稳 成 的 一 条 租 带 ; 每 一 曲面 片 
与 各 点 XG3) 的 密切 平面 相 切 ,而且 是 以 
X(s) 为 中 心 的 。 一 只 甲 豆 用 上 这 条 带 
子 而 观望 空间 的 几何 学 风景 ， 甲 虫 是 关 图 1.34 
于 同 宅 本 身 一 起 动 的 直 交 轴 进 行 观望 的 。 其 中 第 一 埋 朝 着 甲虫 的 
从 昆 到 首 的 直 米 ,第 二 轴 与 带 相 切 而 向 着 左 侧 ,第 三 韩 则 通过 甲虫 
缘 上 向 着 土 为 。 甲 虫 从 外 界 的 人 外表 变 化 与 鞭 实 变化 的 比较 可 以 了 
解 到 自己 所 让 行 的 带 的 弯曲 情况 、 插 榜 情 交 等 等 几何 学 事实 ， 

我 们 知道 , 常 螺 和 线 的 曲 雁 和 撞 率 都 是 常数 ， 下 面 作为 Qesiro 
的 思想 磊 法 的 应 用 来 证 明 这 个 事实 的 送 也 是 芙 的 ， 

定理 ”曲率 和 搁 认 都 是 一 定 的 空间 曲 黎 , 一 定 是 常 螺 米 ， 

姓 明 向量 关于 所 论 空 轩 曲 线 C 的 不 动 条 件 决定 于 人 .94) 。 
现在 , 贰 
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2003 十 kas : 
VT 


Bi= hr — Was Bs=as,， as 一 


/Tw 
因为 X, w 是 常数 ,(1.94) 可 以 写成 
B=B VBP+w, Bs— ~—BMbE+w, B=0, 
Bi 和 B63 都 是 微分 方程 
B"+MB=0, 和 2 一 人 2 十 20 
的 解 。 圭 式 是 容易 积分 的 ,从 此 看 出 
Bi=c1 cos 和 8 十 ca sin 和 3， 
Bs= —c¢1 sin As 十 ca cos 和 3， 
Ba 一 03， 
式 中 61, ca, cs 是 积分 常数 
特别 选取 人, 0, 0) ，(0, 1, 0) ，(0, 0, 了 作为 积分 常数 , 便 得 
到 三 个 向 量 


el : (eos As， 一 sin As, 0), 
ea : (sin Xs， cog Ms, 0),， 
es: (0， 0， 1 了)。 


el1， ea3， es 中 任何 一 个 对 于 C 的 静 正 点 Xs) 的 变动 总 是 平行 ， 而 
且 长 也 相等 ;是 


CO0S 0— i sin 0 一 -7 和 
这 三 个 向 量 关 于 Frenet 标 形 的 相对 支 量 分 别 是 
el : (cos As cos0, 一 Sin 和 Xs， 一 cog 和 )ssin 0) ， 
ea : (sinAscos0, 一 cog 和 ss， 一 Sin 和 Xsgsin 0 ， 
es: ( sin 6, 0， cosD) 。 


由 于 这 些 是 互相 直 交 的 单位 向 量 , 考 察 这 样 的 元 对 坐标 ,使 所 参考 
的 直 交 坐标 系 的 三 轴 和 上 列 三 向 量 平行 。 
可 是 ， 上 烈 三 向 量 的 第 一 支 量 不 外 乎 是 它们 在 曲 纹 CO 的 切线 
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向 量 C1(3) 上 的 正 射 影 ,所 以 


(@1&1) 一 cos hs cog 0, 
(@s€1) = sin Ms cos 0, 
(es61) 一 sin 6. 
因为 生 ==X', 把 这 些 方程 积分 起 来 ,就 得 到 
zi(s) = Sn Ms C08 0 ， wa(s) 一 一 208 M0080 
zs (8) = 3s sin 0 
积分 常数 虽然 一 度 出 更 ,但 是 无 论 怎 样 选取 它们 ,只 不 过 是 答 出 了 
平行 移动 所 导出 的 曲线 , 可 不 必 考 虑 。 
从 上 式 得 到 


ot ， 

从 而 曲线 C 在 正 圆柱 上 。 由 于 es 是 奉行 于 柱 轴 ， 而 且 (es6) 
一 sin 6， 我 们 看 出 所 论 的 曲 矿 0 是 这 正 图 柱 上 的 定 匀 则 入 ,就 是 
常 螺 线 . 

【习题 】 

1. 裔 一 撤 玫 示 关 于 级 长 * 的 微 商 证明 |z”z ”zx "| =0 是 定 妊 曲 久 的 
充 要 条 件 ， 

2. 证 明 四 = cosh t,x 二 sinht，%ws 二 at 是 定 儿 曲线 ， 

3. 在 空间 曲线 C 上 一 点 xX(s) 的 切线 取 一 点 
忆 ， 可 以 写成 =X(3) 十 峙 1(3)， 如 果 4 是 s 的 图 了 
数 , 忆 画 成 曲线 了 。 当 了 的 切线 常 和 通过 其 切 点 的 
0 的 切线 垂直 时 ， 称 了 为 0 的 渐 伸 糖 , 而 称 C 为 了 
的 渐 届 和 线 ， 

大 以 外 的 平面 曲线 在 这 平面 上 具有 微 积分 意义 
下 的 于 届 线 。 但 是 , 不 在 这 平面 上 的 淅 届 缠 还 有 无 
穷 多 ， 而 且 这 些 都 是 在 平面 渐 届 和 纯 上 各 点 所 引 这 乎 面 的 垂 线 画 成 的 柱 面 上， 
每 条 都 是 定 娃 则 克 。 就 证 明之 . 

4. 葵 定 曲 戚 C 的 时 候 , 如 果 能 找 出 适当 的 曲 绚 0", 使 0 与 0 的 点 并 有 


图 1.35 


44 第 1 章 曲 线 论 
一 对 一 的 对 应 ,而 且 在 对 应 点 的 主 法 厂 一 致 , 那 末 称 欠 定 曲 米 0 为 Bertrand 
曲线 . 平面 曲线 都 是 这 类 曲线 ， 但 是 不 是 这 种 平凡 的 Bertrand 曲线 要 满足 
的 充 要 条 件 是 : 它 的 曲 达 与 搁 素 之 间 成 立 关系 式 ak +bw==1(a,b 常数) 

5. 在 前 题 里 如 果 C 是 Bertrand 曲线 , 0” 也 是 Bertrand 曲线 ， 称 它们 
为 Bertrand 曲线 偶 ， 

0) 误 C，C” 上 的 对 应 点 是 P,P; 又 C，C" 在 P,P* 的 曲率 中 心 分 别 
是 尖 ， 3", 交 比 (PP*, 用 LM") 是 正常 数 ， 

Gi) C，C 在 对 应 点 的 接 率 的 积 是 正常 数 。 


1 号 ”四 顶点 定理 


我 们 到 前 节 为 止 叙 进 过 的 内 容 是 关于 曲线 上 各 点 邻 域 的 性 质 
序 局 部 的 性 质 。 与 此 相反 , 在 初等 几何 和 解析 几何 里 我 们 寻 论 的 
是 关于 三 角形 ,图 、 椭 图 等 图 形 的 整体 的 性 质 . 

所 谓 局 部 的 性 质 可 以 说 是 进入 微分 几何 之 后 才 发 生 的 新 概 
念 ， 但 是 讨论 局 部 的 性 质 的 同时 , 象 初等 几何 一 样 探 完整 体 的 性 
质 , 当 然 是 重要 的 事情 。 可 是 不 光 是 在 这 样 的 意义 上 ,还 有 探讨 间 
局 部 的 性 质 相 关联 的 整体 性 质 这 样 一 个 研究 角度 。 

例如 ， 平 面 曲线 C 是 由 

m=mt), va=ra(t), oieb 
表达 的 。 当 (4), X(6) 的 两 点 一 致 时 , 称 这 曲线 为 于 曲线 ,， 双 只 
在 二, 加 分 别 取 值 z, 5 的 时 候 , (二 ) 一 X(ts) 地 能 成 立 的 阴 曲 炊 ， 
称 为 单纯 开 曲 厂 。 在 并 则 如 可 以 把 wm 人， 


C za 人 {t) 看 成 在 一 oo0<t<oo 定 义 的 周期 6 一 a 
.一 的 周期 画 数 。 平 面 单纯 闭 曲 秦 C 把 平面 分 
D 砾 两 个 售 域 (内 部 与 外 部 )， 这 事实 是 关于 
单 醒 队 曲 米 的 整体 性 质 , 而 是 裤 称 为 Jor- 
图 工 '36 dan 定理 的 一 个 有 名 定理 。 


但 是 这 霸 不 属于 微分 几何 的 定理 。 对 单 种 阴 曲 炎 0 的 内 部 和 
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C 上 的 点 的 集合 用 万 表示 时 ,如 果 刀 上 任意 两 点 的 连 烙 绪 段 全 部 
由 也 的 点 所 构成 , 那 末 称 C 为 西 于 曲线 或 者 收 形 线 ， 
现在 考察 0 服 的 卵 形 克 ,用 绝 长 s 表 为 
2 一 01(3) ， 0a 一 0a(8) ， 一 co<<5< co。 
zr(s), va(s) 是 以 OQ 的 长 工 为 周期 的 0 级 周期 画 数 ”0 的 曲率 
b(s) 是 0 籽 画 数 ; 在 0 上 的 一 点 ,满足 
Wo (1.95) 


的 点 称 为 C 的 顶点 ， 这 样 ,就 有 下 面 的 定理 : 

在 Ca 毅 卵 形 厂 上 至 少 存在 四 个 顶点 ， 
称 它 为 四 顶点 定理 .这 定理 具备 显著 的 格式 。 这 是 由 于 , 定理 本 
身 不 仅 与 曲 多 的 部 分 而 且 与 卵 形 炮 这 样 一 个 曲 炮 全体 有 关 ， 和 大 且 
它 还 是 以 顶点 这 个 局 部 的 性 质 (因为 项 点 仅仅 决定 于 4(s) 的 微 商 ) 
为 其 基础 的 . 

这 样 ， 在 局 部 的 性 质 ( 微 分 几何 的 性 质 或 小 处 的 性 质 ) 的 基础 
上 以 整体 性 质 研究 为 目标 的 研究 角度 , 称 为 大 处 的 微分 几何 ,近年 
来 这 方面 的 研究 开始 开展 起 来 了 。 和 这 方面 对 立 的 , 有 时 称 前 几 
节 所 述 的 原先 的 微分 几何 为 小 处 的 微分 几何 在 大 处 的 微分 几何 
里 除了 几何 知识 外 , 还 需要 其 他 各 种 部 门 的 知识 , 内 容 是 较 难 的 ， 
但 是 有 兴趣 的 ， 

大 处 微分 几何 这 外语 词 发 端 于 德国 的 W. Blascehke。 他 做 过 
卵 形 多 和 嘱 形 面 的 研究 ， 而 在 研究 其 微分 儿 何 性 质 的 时 候 到 达 了 
这 种 想法 。 但 是 现今 它 和 黎 曼 几何 、 拓扑 学 、 变 分 学 、 李 群 葵 等 相 
秸 合 ,让 为 现代 数学 的 中 心 问题 之 一 。 

其 欢 , 将 叙述 四 顶点 定理 的 Herglotz 的 证 明 ， 

定理 ” 卵 形 线 上 至 少 存 在 四 个 项 点. 

征明 ”因为 曲率 4(s) 是 连续 函数 , 在 葵 定 的 于 曲线 上 一 定 存 
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在 &(s) 的 最 大 值 和 最 小 值 的 点 ， 设 这 两 点 分 别 是 站 ,NW ,由 于 
及 ,NN 是 如 的 等 点 ,首先 知道 了 两 个 顶点 的 存在 ， 
由 和 M,N 分 成 两 曲 故 张 ， 其 中 从 入 向 8 的 增加 方向 进行 而 达 
到 六 为 正 的 呈 , 记 作 NN; 剩 下 的 曲 杂 弧 记 作 MN, 我 们 要 关 明 
MN, MN 中 至 少 在 其 一 弧 上 还 有 个 项 点。 为 此 ， 因为 于 ,入 是 
答 4(s) 乌 以 最 大 值 、 最 小 值 的 点 ， 如 果 在 政信 ， MN 的 任何 一 方 上 
没有 顶点 , 那 末 在 了 N 上 处 处 是 妨 >0， 而 在 MN 上 处 处 是 在 
<0， 我 们 只 要 在 这 个 假定 上 六 出 矛盾 的 发 生 就 巾 了 . 
现在 置 直 态 MA 的 方程 汐 
aa%1 十 Ga03 十 0 一 0。 
把 答 定 孵 形 焰 的 参数 表示 代 到 上 式 的 左边 
的 m1, wa 并 沿 卵 形 六 一 周作 出 积分 


fam 十 cas 十 Ga)8ias 。 
图 1.37 首先 注意 到 在 直 炎 MN 的 两 倒 wa 十 caga 
十 gs 有 不 同 的 符号 ; 在 及 NN 和 MUNE V' 的 符号 也 不 相同 ， 再 注 


章 到 由 于 答 定 于 曲 灶 是 卵 形 米 , 开 N，MN 在 直入 MN 的 不 同 个 ， 
上 列 积分 的 蕉 积分 面 数 在 全 积分 舍 域 里 有 同一 符号 ,所 以 


和 em 十 aaza 十 as) b'ds 0. 
另 一 方面 ,容易 证 明 
和 em tasrs tas) bh' ds=0. 
为 此 ,只 人 须 分 别 证 明 三 式 
4 vib'ds =0, } wab'ds =0, | tas=0 
可 是 第 一 式 的 成 立 是 因为 
fetas— 下 za 
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插 从 Frenet 公式 
旭 一 一 500， 友 一 8 
代 人 这 里 ,这 式 等 于 
一 2208 一 0. 


同样 ,看 出 第 二 式 的 成 立 ， 至 于 第 三 式 用 不 着 闽 明 也 可 明了 . 

这 样 一 来 ,发 生 了 矛盾 .因此 ,在 形 六 或 MN 上 必须 有 至 少 
一 个 其 他 项 点. 

现在 ,假定 第 三 套 点 区 在 MN 上 , 而 且 在 答 定 的 孵 形 入 上 除 
UM，W，K 外 再 没有 其 他 顶点 . 

很 明显 , 在 下 广 上 如 >0。 如 果 注 意 到 在 MX 上 M， 太 分 别 
是 使 上 取 最 大 、 最 小 值 的 点 ,在 它 的 两 部 分 缴 的 任何 一 方 上 <0 
也 必须 成 立 。 这样 一 来 , 根 
据 上 面 的 同一 理由 即使 假定 
只 有 三 个 项 点， 也 会 发 生 矛 
后。 所 以 孵 形 入 上 至 少 有 四 
个 顶点 存在 . (证 绅 ) 

实际 存在 恰恰 有 四 个 项 图 1.38 
点 的 孵 形 线 。 例 如 , 酉 图 与 其 主 辅 的 四 个 交点 是 顶点 ,此 外 再 没有 
其 他 顶点 。 所 以 一 般 订 来 ,不 能 饮 把 四 个 这 个 数 再 加 大 了 ， 

[习题 】 

1， 如 果 和 平面 曲线 的 曲率 侍 径 从 其 一 点 4 到 一 点 B 不 断 迷 镇 地 增加 ， 那 
末 点 4 的 曲 奉 圆 整 个 被 包含 于 点 B 的 曲率 图 之 内 

2. 如 果 旷 形 线 与 一 圆 常 有 2w 个 交点 ， 那 末 这 路 形 线 至 少 有 2% 个 顶点 。 

3， 怡 恰 有 四 个 顶点 的 妫 形 线 与 各 个 图 至 多 相交 于 四 个 点 ， 


.号 Fenchel 定理 
下 面 将 举 出 关于 空间 曲线 大 处 微分 兄 何 的 定理 。 
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对 于 长 也 的 单纯 空间 于 曲线 C 作 积 分 
K=| t(s)ds, (1.96) 
而 称 其 值 为 C 的 全 曲率 . 
通过 空间 原点 O 引 曲 炎 的 切 米 X' (s) 的 平行 单位 长 的 向 量 ， 
它 的 端点 在 单位 球面 上 夯 出 C 的 切线 象 也. 
了 上 的 点 如 无 一 定 的 切 米 时 , 称 它 为 奇异 点 。 从 Frenet 公式 


C1=kés 
容易 看 出 ,这 是 作为 C 上 的 曲率 为 0 的 点 的 象 而 产生 的 。 因 为 
b= MX VME, 
我 们 有 
K-| Va, (1.97) 


从 而 0 的 全 曲率 等 于 其 切 米 象 了 的 长 ， 
由 :和 1) 可 见 , 设 C 的 相 邻 切线 的 交角 是 吧 , 就 可 写 出 
Eh db. (1.98) 
因此 ,也 可 以 这 样 说 : 全 曲率 是 沿 了 团 曲 炎 走 一 周 时 , 它 的 切 米 的 振 
旺角 的 总 和 , 
1926 年 Fenchel 证 明了 下 列 定 理 ， 
定理 ”单纯 下 空间 曲线 C 的 全 曲率 大 于 或 等 于 2r。 等 号 在 
0 是 平面 凸 疝 曲 蕉 的 时 候 而 且 只 在 这 时 候 成 立 . 
下 面 将 述 了 H. Liebmann 的 证 明 。 在 这 之 前 要 证 初等 几何 的 
一 个 定理 作为 准备 
引 理 ”在 单位 球面 8 上 通过 两 点 4, B 的 最 短 粮 是 通过 这 两 
点 的 大 图 的 劣 弧 ， 
证 明 先 考 察 $ 上 由 大 圆 张 作成 的 三 角形 4BO, 屋 其 弧 长 为 
A4B，BC, 0C4。 如 果 最 大 边 4B 志 ww, 那 未 
AB< BC+OA. (1:99) 
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为 贿 明 这 个 事实 , 注意 到 大 图 弧 的 长 等 于 其 两 端 和 5 的 中 心 相连 
精 而 生成 的 角 ; 我 们 只 须 证 明 : 在 三 面 角 0~4BC 里 , 如 果 人 40B 
<zr, 那 末 
LAOB< /BOG+ L004. (1:100) 
现在 ， 在 人 40B 内 这 样 选取 长 工 的 和 线段 
OD, 使 


L004A=/AOD, 
而 且 通 过 O, D 引 这 样 的 平面 ， 使 和 04， 图 工 39 
OB 或 其 延长 六 相交 , 设 交 点 为 4', B'， 这样 ,在 八 4B'O 里 4'B 
<A'C+BC,A'D=4A'C, 从 而 B'0O>>B'D， 可 是 八 0B'G, 人 和 0B'D 
的 其 余 两 边 各 各 相等 ， 所 以 BIOGC > BIOPD， 因 此 , 证 明了 
(1.100) . (1.100) 的 等 号 只 在 人 40Bw 即 4, B 是 8 的 直径 对 
点 时 才 成 立 。 
如 果 对 于 S 上 的 任何 两 点 4, 吾 成 立 4 有 < 我 们 将 证 : 以 
4B 为 长 的 大 图 新 比 连 精 4，B 的 其 他 任何 曲 米 颖 都 要 短 ， 裔 下 
是 4B 上 的 任何 一 点 ; 作 中 心 4 和 球面 咎 径 4R 的 9S 上 的 图 CO (4， 
4 开 ) 与 中 心 B 和 球面 咎 径 BK 的 贺 0(B8, BK), 那 末 这 两 图 除 
玉 外 没有 共 向 点 . 实际 上 , 设 工 是 OC(4,4 下 ) 上 的 K 以 外 的 任何 
点 ; 用 (99) 式 导出 4L+ BL> 4B, 所 
以 BL>BEK， 其 次 , 考察 以 A, B 为 问 
点 的 其 他 曲 米 弧 ， 设 它 与 C(4，4 巨 ) ， 
Q(B，BKR) 相 交 于 点 P, 8Q。 固定 4 而 
回转 弧 《4P) 使 端点 合 于 玉 ; 又 固定 B 
而 回炉 颖 (BQ) 使 映 点 Q@ 合 于 下 , 这 样 
就 得 到 在 KK 连 嫩 着 的 两 曲 米 弧 , 而 且 公 
绝 长 比 原来 的 曲 萎 弧 要 短 一 段 弧 (PQ) . 
所 以 连 精 4,B 的 最 短 米 决 不 能 含有 两 图 0O(4,4EKE), 0(B，BRK) 


图 1.40 
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的 以 外 的 点 。 可 是 区 是 48 上 的 任意 点 ， 所 以 最 短 各 必须 是 
AB. 

当 AB 一 xw 时 , 以 4, B 为 端点 的 大 图 绒 有 无 劣 多 , 并 生长 度 
都 是 r， 而 是 最 短线 。 这 是 由 于 其 部 分 红 必 须 是 最 短线 而 且 刚才 
证 过 的 施法 也 适用 到 这 里 来 

定理 的 姓 明 “在 切线 象 上 选取 这 样 的 其 点 4，B， 使 得 芽 
的 两 统 (4B) ，(B4) 的 长 相等 . 

[第 一 段 ] 当 AB=w 时 , 很 明显 地 三 的 长 工 >2r。 只 在 站 
是 由 连 辐 4， 好 这 两 个 直径 对 点 的 两 个 大 圆 驯 构成 的 情况 下 ， 才 
发 生 工 一 2r。 可 是 在 答 定 的 于 曲线 CQ 上 ， 以 这 些 大 圆 亟 为 切 糖 
象 的 部 分 必须 分 别 地 是 和 各 大 疗 绝 所 在 平面 平行 的 平面 上 的 曲线 
弧 , 而 且 O 是 0" 般 曲 米 , 它 不 可 能 有 角 点 ， 所 以 这 两 个 大 图 张 租 
成 一 个 大 图 ,从 而 C 是 平面 曲线 。 此 外 , 如 果 0 不 是 吓 曲 入 ,在 其 
切线 象 的 大 加 上 就 会 产生 重复 的 部 分 , 因此 工 2 的 成 立 仅仅 限 
于 平面 凸 曲 线 C。 

[第 二 段 ] 其 次 , 为 了 考察 AB 二 x 的 情况 作 准备 , 注意 下 面 
的 事实 :于 曲线 CO 的 切线 象 和 8 的 所 有 大 立 都 要 相交 。 规 9 是 8 
的 任何 一 个 大 图 , a 是 和 9 的 所 在 平面 平行 而 且 和 C 不 相交 的 平 
面 。 从 C 上 的 各 点 引 平 面 a 的 垂 各 , 它 的 长 是 的 函数 ， 而 且 使 
其 导 画 数 为 0 的 s 的 值 在 有 上 有 对 应 点 ;这 点 必须 在 9 上 . 因此 ， 
在 9 上 对 应 于 垂 线 长 的 极 大 极 小 值 的 六 的 点 至 少 有 两 个 

[第 三 段 ] 现在 , 设 戏 是 48 的 中 点 ,，g 是 和 咎 径 ONM 垂直 
的 平面 上 的 大 图。 到 发生 与 9 的 交点 之 一 是 了 P， 而且 假定 了 在 
绝 (4B) 上 ， 那 末 ， 


冯 - (4P) + (BP) >AP+BE, 


可 是 如 果 把 PM 延长 到 了 的 直径 对 点 Q, 便 可 看 出 
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P 


图 1.42 


AP+-BP=AP+ AQ=PQ=x, 

所 以 卫 >2m。 等 号 发 生 在 (4P), (BP) 都 是 大 图 纸 的 时 候 ; 由 于 
C4B) 在 己 以 外 再 不 和 9 相交 ,从 第 二 段 看 出 这 时 (B4) 也 要 和 yg 
相交 于 点 R，(AR) 和 (BR) 也 都 是 大 图 张 ,而 且 其 和 等 于 wx。 更 在 
考察 CO(P, 于 ), CO(R, 持 ); 如 果 它 们 在 点 M 相 切 , 那 未 PE=a， 
而 与 4B<x 矛盾 。 如 果 上 述 两 圆 不 相 切 ， 那 末 在 1 的 充分 邻近 
颌 域 里 一 定 有 点 了 ， 它 距 了 入 都 小 于 可。 因为 4B<w, 只 要 
把 取 在 1 的 充分 近 处 , 便 可 使 上 的 所 有 点 到 的 距离 都 小 
于 于， 从 而 C(W ,等 ) 与 工 不 相交 ， 这 与 8 的 所 有 大 加 和 荆 相 
交 的 事实 了 矛盾。 因此, 当 4B<w 时 ,等 号 不 会 成 立 。 

由 于 工 等 于 0 的 他 曲率, 这样 便 着 
明了 定理 . 

如 前 所 述 ， 把 空间 曲 禾 0 的 人 曲率 
解释 做 其 切线 的 振幅 角 的 总 和 ， 如 所 周 
知 ,平面 上 是 多 角形 的 外 角 和 是 2r。 当 
把 多 角形 看 作 平面 曲线 时 ， 各 外 角 就 是 
其 切线 的 振幅 角 , 所 以 外 角 和 是 2z 这 一 图 1.43 
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事实 ,相当 于 Fenchel 定理 的 特殊 情况 . 我 们 可 以 把 Fenchel 定理 
看 成 这 初等 几何 定理 在 空间 阅 曲 和 线 的 拓 广 . 

其 次 ,将 述 Fenchel 定理 的 一 个 应 用 ， 

定理 。 凡 曲率 4(s) << 亏 (8>0 常数 ) 的 最 得 开 曲 糙 是 宁 径 忆 
的 图。 

证 明 根据 Fenchel 定理 ， 

bh(s)ds>2n, 


从 此 看 出 : 识 荆 是 上 (s) << 坪 的 队 晤 禾 的 长 ， 

L>2xrR. 
因此 ,个 径 五 的 图 周 是 2wR, 所 以 是 最 短 的 ， 不 但 如 此 , 除 图 以 外 
再 不 存在 L 一 2mR 的 曲 钱 ， 实 际 上 , 从 Fenchel 定理 只 在 平面 
中 曲 嫉 的 情况 下 才能 成 立 等 号 ， 假 如 它 不 是 一 个 图 而 具有 2x 
的 周 长 的 话 ,在 变数 * 的 同一 颌 域 0<s<2wR 里 4(s) < 二 ， 而 且 
4(s) < 喜 的 s 一 定 是 存在 的 ,从 1(s) 的 违 闵 性 得 到 


(8)as< P=2r, 
而 产生 了 矛盾。 这 样 一 来 ;证明 了 定理 。 


1.1O Schur 定理 


再 举 出 大 处 微分 几何 定理 的 一 、 二 个 例子 于 下 。 

定理 (A. Schur) 发 C 是 曲率 8(s) 的 平面 曲 薰 弧 ， 井 且 候 
和 连 车 两 端 点 的 弦 4B 一 起 构成 耳 曲 继 ， 又 设 0* 是 和 C 有 同 长 
了 的 晶 线 跌 ， 而 且 当 了 为 同 参 数 s 所 表达 时 ,%*(s) <%(s)。 如 果 
9 ,是 连 精 它们 的 奖 点 的 总 长 , 4 所 收 ， 等 屿 在 0 与 0 合同 的 时 
候 而 且 只 在 这 时 候 成 立 ， 
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从 基本 定理 开 看 到 , 对 于 空间 曲 米 可 以 不 改变 它 的 红 长 和 曲 
率 ,而 仅 单独 变动 它 的 搁 率 。 单独 变动 搁 率 的 曲 儿 的 变形 , 称 为 有 看 
曲 ; Schur 定理 表明 了 , 在 面 是 曲 克 张 钨 过 牌 曲 之 后 , 它 的 弦 一 定 
要 变 长 . 

证 明 设 工 , ?分别 是 0C, 和 的 切 绑 和 象 , Pi1, Ps 是 在 上 上 
对 应 于 C 的 弧 长 si sa 的 两 点 ， 而 且 Pi, P3 是 在 7* 上 对 应 于 同 
绝 长 $81, 3a 的 两 点 。 


又 设 包 记 ,个 谎 也 表示 工 , T* 上 的 曲 入 线 瓦 方 ， 至 记 的 
长 , 大 且 Ps, PYF 表示 这 些 曲线 弧 的 端点 间 的 球面 距离 。 明 
显 地 成 立 
_ {~ 
PiPs< PiPs, 
~、 
Prpr < Prp:. 
可 是 | #3) ds 不 外 平 是 全 的 狐 所, 的 长 ,所 以 从 假 识 rs) 
<h(s) 成 立 
~ pan 
PiPz< PiPs. 
由 于 0 和 它 的 端点 的 连结 弦 4B 一 起 构成 同 曲 入 , 荆 是 大 国 
弧 。 因 而 , 如 果 PiPs<<x, 就 有 PiPa= PiPy， 从 而 当 PiPa < 
时 ,成 立 关系 式 
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~、 > 
PrB:< Pip P,P,= PP;. (1:101) 
现在 , 在 0 上 取 这 样 的 点 @， 使 得 C0 在 4 的 切线 和 苹 4 好 平 
行 。 如 果 Po 是 荆 上 的 Q 的 象 点 , 那 末 很 明显 地 太 上 的 任意 一 点 
DPi 满足 条 件 PoP1<x。， 从 而, 设 Po 是 在 六 上 Po 的 对 应 点 , 成 
立 
PPi< FoPi (4102) 
因此 ,得 到 
cos PoP?>e0s PoP,, 
可 是 0 的 藏 48 的 长 & 等 于 CO 在 汞 4B 上 的 正 射 影 , 从 而 可 
以 表 成 
L 一 
| cos PoP (s) ads, 
0 
另 一 厂 面 ， 
L -- LL ~ 
| ,ees EP Gas< | eo PrP™(s)ds, 


而 且 最 后 式 的 右边 是 把 0* 投 到 在 P 的 切 能 上 的 正 射影 , 所 以 等 
于 0" 的 两 端点 的 连 千 关 ( 长 是 他 ) 在 瑟 ; 的 切线 上 的 正身 影 ,从 而 
< 中 ， 这 样 一 来 ,我 们 得 出 

da<a”. 

其 次 ， 将 十 等 号 只 限于 O 和 Cr 合同 时 才 成 立 ， 为 此 ， 假 训 
4 一 d*， 那 末 (1.102) 式 全 成立， 而 且 0* 的 端点 4", B" 的 速 竺 站 
4*B" 与 Or 在 @ 所 引 的 切线 必须 平行 从 (1.102) 中 等 式 的 成 立 
获得 

Ppt ~ BiB, 
从 而 i 户 是 大 图 弧 ， 这 样 , 看 出 0" 的 孤 公分"， 扩 个 都 是 平面 
曲 秋 ， 双 因为 荆 的 线 长 可 以 志 成 | h(s)ds， 只 要 注意 到 


人 ~、 
PoPi= PoP1 
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和 假设 如 (s) <) ， 我们 看 出 不 人 ， 杀 全 和 4G, BQ 分 别 在 对 
应 点 有 相等 的 曲 棕 。 这 样 一 来 ， 根 据 曲 烽 共 的 基本 定理 工 可 以 断 
定 , 弧 4@ 和 不 @ 合同 ,而 且 3G 和 伊人 合同 . 

因此 , 我 们 只 须 关 明 4 人 @， Pr 在 同一 平面 内 . 假如 这 两 曲 
线 区 不 洲 在 同一 平面 内 的 话 ， 这 些 曲 薰 允 所 在 的 两 平面 的 交 线 上 
必 有 ,而 且 个 个， 六 在 Q" 必须 和 这 交 纤 相 切 。 可 是 这 交 
黎 必 须 和 4*B* 平行 ,为 此 4*，B* 就 必须 都 在 这 交 效 上 ， 但 是 从 
TO BrGQ 和 0 的 一 部 分 的 49， 有 BQ 分别 地 是 合同 的 这 一 事实 
看 出 ,上 面 所 述 是 不 可 能 的 ， 所 以 不全， 他 人 G 构成 一 条 平面 曲 
线 ， 因 此 看 出 C，C* 完全 合同 . ( 诅 毕 ) 

从 Schur 定理 作为 应 用 可 以 导出 下 烈 的 Schwarz 定理 : 

定理 (H. A. Sehwarz) ”发 0 是 连 千 答 定 的 两 点 4，B 的 曲 
线 亚 ,而且 其 曲率 4(9) 满足 4(9) < 去 的 关系 , 这 里 d=4B， 
忆 > 可 @。 又 瑟 咏 是 通过 4 8 的 件 径 五 的 贺 ， 这 时 ,0 的 长 或 
者 比 $ 的 劣 驱 4B 来 得 短 , 或 者 比 8 的 优 弧 4B 来 得 长 . 

是 明 ”我们 可 以 假定 0 的 
长 工 比 2xR 短 ,， 而 比 S 的 劣 
弧 48B 长 来 进行 时 论 ， 这 是 由 
了 于， 如果 相 反 ， 工 >2wR 或 者 
比 劣 弧 4B 短 ， 应 该 证 明 的 事 
实 已 大 操 在 面前 了 ， 现在 , 为 图 1. 姑 
了 要 把 C 和 同 长 工 的 8 的 颖 作 上 比较 ， 设 8 的 这 种 弧 的 两 端的 巡 
精 弦 长 是 ,从 Schur 定理 得 知 d'<d, 从 而 工 上 比 优 绝 4B 来 得 长 ， 
因而 证 明了 定理 . 

在 大 处 微分 几何 的 问题 里 ,没有 象 小 处 微分 几何 的 Prenet 公 
式 那样 强 有 力 的 武器 ,对 各 个 问题 有 必要 分 别 作出 独 有 的 想法 ， 
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2.1 合同 变换 


合同 变换 群 与 微分 形式 


在 解析 几何 里 我 们 学 过 两 个 直 交 笛 卡 儿 华 标 系 间 的 坐标 变 


换 。 设 (m1, 2) 坐标 系 的 原点 
0' 关于 (zi, za) 坐标 系 的 坐标 
是 (ciy aa)， 而 且 吧 轴 和 和合 加 
作成 的 角 是 9。 那 未 ， 从 右 图 
容易 看 出 同一 点 天 关于 两 坐 
标 系 的 坐标 (ay za) ，(21， 2) 
之 问 成 立 下 列 关系 : 


wi1—=m e080 — 4 sind+a, } 


(2.1) 


wa =— oi Sin O22 C0980 十 ga。 


用 ei, es 分 别 表示 0O'v1, 0'wl 方向 的 单位 向 量 ;向 量 00' 十 0 他 邵 


O00' 填 wei 十 we 关于 (v1 , Va) 
坐标 系 的 支 量 分别 是 由 上 式 所 
答 定 的 各 ,， xa， 上 式 即 所 请 坐 
标 变换 的 公式 . 

其 次， 平面 上 一 -对 一 的 点 
对 应 称 为 变换 、 如 果 在 一 个 变 
换 下 任意 图 形 卫 与 其 对 应 图 
形声 恒 是 合同 的 , 称 所 论点 对 


应 为 这 平面 上 的 合同 变换 . 

现在 ， 考 察 这 样 的 三面 上 的 合同 变换 使 右手 制 的 直 交 人 笛 卡 儿 
化 标 了 条 的 娟 也 形成 右手 制 。 称 这 种 合同 变换 为 运动 或 直接 合同 变 
摸 . 从 几何 方面 明显 地 看 出 , 这 是 平行 移动 与 庭 情 相生 合 而 产生 
的 。 识 以 运动 把 原点 (0, 0) 变换 到 其 象 (a1， ca) ， 提 使 vw 轩 的 象 
和 2 井 做 成 角 0。 如 果 关 于 (za, za) 轴 具有 化 标 (%1， ga) 的 一 点 是 
卫 , 而 县 了 的 象 已 关于 (ay， wa) 谷 标 系 的 坐标 是 (21, x2) ， 只 要 注 
总 到 书 关于 (wi, wa) 坐标 系 的 象 即 新 坐标 系 的 坐标 不 外 乎 是 (wa 
4) 这 个 事实 ， 便 明了 书 的 储 标 Gy oa) 与 已 的 坐标 (21, 3) 之 问 
成 立 着 同 忆 ,了 完全 一 样 的 关系 式 : 


《2 .2) 


Wi = V1 COS 0 — ws sin 0 十 ai) 


w= v1 Sin Ova Cos 0 二 ca。 


反 过 来 ,在 平面 上 由 (22) 共 定 的 点 对 应 ,明显 地 是 运动 ， 

其 次 ， 考 察 这 样 的 合同 变 
换 ， 使 右手 制 的 坐标 系 变 为 左 
手 制 的 坐标 系 。 称 它 为 交接 合 
同 变 换 。 识 (%1, x2) 坐标 系 的 
原点 沟 过 这 变换 变 为 坐标 (&1， 
aa) 的 点 ,而 且 再 的 象 直线 同 
zi 轴 做 成 角 6， 又 设 任意 点 了 图 2.3 
名 过 所 论 变 换 和 的 象 是 了 P', 把 (zi, va) 坐标 系 的 象 的 左手 制 坐标 系 
关于 vw 轴 的 象 坎 禾 转折 之 后 , 得 到 右手 制 坐 标 条 ; 关于 这 个 坐标 
系 的 书 的 位 置 等 于 了" 的 在 原 坐 标 邓 下 所 占 的 相对 位 置 ,其 中 卫 * 
表示 点 也 关 于 床 坐 标 系 的 心理 的 对 称 点 ， 

设 卫 , P' 的 坐标 分 别 是 (oza) ，(%1, 2); 因为 P* 的 坐标 是 
(mw1， 一 22) ,从 (2.2) 得 到 
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0 一 X10C080 十 za sin 9 十 i， 
on sg os aod } (2.8) 
反 过 来 , 这 个 形式 都 是 间接 合同 变换 ， 这 样 一 来 ，(2.3) 是 一 般 的 
间接 合同 变换 式 ， 正 象 右手 制 直 交 坐 标 邓 同类 疗 的 坐标 变换 与 运 
动 表 达 式 在 形状 .上 完全 相同 的 情况 一 样 ， 从 右手 制 到 左手 制 直 交 
坐标 柔 的 坐标 变换 与 央 接 合同 变换 式 也 具有 同一 形状 。 合同 变换 
与 坐标 变换 有 同一 形状 ,这 是 包含 重大 意义 的 事实 。 

现在 , 设 在 方 障 

( Ca1 G13 ) 
Cal Gan 
的 元 之 间 成 立 关 系 
cd 十 2 一 1， ai 十 ai 一 1 
0a1013 十 Gal43aa 一 0) 

就 称 它 为 二 阶 直 交 方 阵 ， 

(2.2) ，(2.8) 的 右边 关于 wm zs 的 方 阵 

cosO —sing COSO Sin 
(2 wg) (和 一 Cos ) 

都 是 直 交 方 阱 。 反 过 来 ,只 要 适当 地 选取 8 的话 , 任 生 二 阶 直 交 方 
耳 重 合 于 上 述 的 二 直 交 方 了 中 的 一 个 。 (证 明 容 易 , 让 读者 自 做 ,) 
在 (2.2) , (2:8) 的 右边 里 wi 的 两 个 系数 是 Ow 的 象 直 和 上 的 单位 
句 量 关于 (wi Za) 坐标 系 的 支 量 ; 同样 ， za 的 两 个 系数 是 Oza 的 象 
直 净 上 的 单位 向 量 的 有 关 支 量 . 

更 在 ,考察 这 样 的 三 阶 石 障 (oz) ,对 于 宛 的 各 元 成 立 关 系 


3 
玄 QQik = Oj (2.:4) 


其 中 6 具有 下 列 意义 : 
1 当 I= 时 ， 
sx 一 | AN 
0 当 5z#8 时， 


合同 变换 5 
朗 所 谓 Kronecker 的 S。 这 时 , 称 石 障 (os) 为 三 阶 赴 效 方 阵 ，( 在 
二 阶 直 交 方 右 里 把 7,6 站 做 到 值 1,，2, 也 可 与 为 上 述 形 式 的 条 
件 式 ,) 畦 4 一 行列 式 |@i;| , 那 末 从 (2:4 容易 导出 
43=1， .“， 4 一 士 荆 
溢 aj 于 (2. 爷 式 的 两 边 , 开 对 了 作 和 , 便 得 到 
之 (> dudy) Wik™— Crk, 
如 果 性 习 evews 一 64 一 Mu, 就 可 改 号 上 式 为 
> 和 za 一 0。 
现在 冉 定 7 而 使 取 流动 值 1,2, 3, 便 导 出 联 立 一 次 方程 。 可 是 
4=det| air| 0， 
所 以 这 联 立方 程 的 解除 (0, 0, 0) 外 再 不 存在 了 。 因此 和 一 0, 就 是 
之 Qi Wij = On, (2.5) 


这 同 (2. 人 名 相 类 似 ,只 是 取 和 用 的 指标 已 成 为 wy 的 第 二 个 指标 了 。 

在 空间 里 一 对 一 的 点 对 应 也 称 为 变换 。 设 变 换 卫 是 这 样 的 ， 
空间 的 任何 两 点 问 的 距离 在 了 之 下 等 于 两 个 对 应 点 问 的 距离 ,于 
末 称 全 为 合同 变换 . 

如 果 在 空间 里 选用 直 交 坐标 系 ， 同 平面 的 时 候 完全 一样 地 可 
以 把 合同 变换 式 写 成 

一 之 0207 十 Ga 

式 中 (@s) 和 表示 直 交 方 阵 。 为 明了 这 
事实 , 同 平 面 的 时 候 一 样 ， 设 Ow 
Oza, Ows 的 象 直线 上 的 单位 向 量 分 
别 是 ey easy e3; 任何 一 点 卫 关 于 
(v1; oay os) 华 标 条 的 坐标 是 (cayzs 图 2.4 
oa) ,而 且 三 在 所 论 的 合同 变换 下 的 象 是 P', 那 末 


了 
63 


Pr 
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OF'=00'--O'P' =00'+-we! +waes + wey, 

设 8681, 62, 63 关于 (zi, wa， zs) 坐标 系 的 支 量 分 别 是 (@11, Q21, 431)， 
(Q12， 0422， Qa2) ，《Q1s， G23; V83); O' 的 坐标 是 (ci way Q3) ,，P' 的 坐 
标 是 (zt 性 ， 24) ,而且 把 OP' 分 成 为 关于 (w1, wa, za) 的 支 量 , 便 
得 出 上 述 的 合同 变换 式 ， 

关于 4 一 det|osj| 的 正 员 值 ， 如 果 ei, ez, es 在 这 顺序 做 成 右 
手 制 , 4>0; 如 果 做 成 左手 制 , 4<0. 很 明显 , 反 过 来 也 成 立 。 当 
4>0 有 时 ,， 即 当 施 行 平行 移动 与 旋转 于 (zi, ra, vs) 坐标 系 ， 就 可 导 
出 所 论 的 合同 变换 时 , 称 它 为 直接 合同 变换 或 运动 ， 当 4< 0 时 ， 
除 此 之 外 还 须 把 关于 一 平面 的 对 称 变换 (也 称 为 折 转 ) 结合 进去 ， 
称 它 为 间接 合同 变换 . 

【习题 】 

寺 ， 诈 明 空间 的 直接 合同 变换 

末 一 了 Gaxzz， (ait) 直 交 方 障 ，|aixz|>0 

一 定 是 比 某 轴 的 旋转 (就 是 通过 原点 而 且 其 上 的 所 有 点 都 不 动 的 直线 一 定 存 


在 ) 。 
2， 让 明正 行列 式 的 二 阶 直 变 方 阵 可 以 玫 为 下 列 形式 : 
I-2% 二 2 
1+A2 。 工 十 和 2 
2 和 了 一 22 用 
了 十 2 工 十 和 2 


3. 证明 行列 式 |er 十 中 | 六 0 的 三 阶 直 交 方 障 (ayj) 可 以 麦 为 下 列 形 式 : 


工 上 2 一 602 一 22 304 十 切 3(Mz 一 心 

工 十 知 十 好 十 22 1 十 2 十 碟 十 2 了 十 入 十 [ 丰 十 12 
24--v) 1— a2+ 12 一 22 2Coz 十 X) 

工 十 和 2 十 忆 十 殉 。 工 +X23 十 412 十 22 工 二 23 二 02 十 她 站 
2(Xp 十 站 2(u 一 2 工 一 2 一 542 十 z2 

工 十 22 十 好 十 好 1 十 2 十 p23 十 吉 。 工 十 和 2 十 12 十 2 


其 中 和 ，w > 是 参数 。 称 它 为 Cayley 的 参数 表示 。 
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2.2 合同 变换 群 
我 们 对 于 数 都 知道 加 减 乘除 的 四 种 演算 。 但 是 , 当 考 察 正 数 
和 真 数 两 方面 的 时 候 , 由 于 
4 一 5 一 0 十 (一 0)， 
可 以 把 减法 看 为 加 法 的 同一 演算 ; 又 当 考 察 0 除外 的 所 有 有 理 数 
或 者 所 有 实数 集 时 ， 一 个 数 和 它 的 倒数 一 齐 地 彼 包含 在 这 和 集 里 ， 
由 于 


co 二 0 一 cx 本， 


可 以 把 除法 看 为 乘法 的 同一 演算 。 在 这 样 的 意义 下 , 关于 数 的 演 
算 变 为 加 法 和 乘法 两 种 . 

这 里 , 关于 这 两 演算 有 了 下 述 的 显著 的 类 伺 。 首先 在 加 法 里 
谢 整 数 的 全 体 、, 有 理 数 的 全 体 或 实数 的 全 体 是 G, 井 且 当 基数 e 属 
于 G 时 ,用 <cEG 表 达 这 个 事实 , 那 末 成 立 

1. 如 果 &4, 5EG, 那 末 4 十 bEG; 

2. 如 果 4, 8, cEG, 那 未 (a 十 5) 十 c=4 二 (5+0); 

3. 对 于 每 一 数 4a€ G#， 必 有 一 定 的 数 0EG， 使 

4 十 0 一 0 十 C= 一 0; 
4. 对 于 每 一 数 saEG， 必 有 这 样 的 数 一 azEG， 使 
C++ (一 oO) 一 (一 四 十 G 一 0。 

同样 , 在 乘法 里 用 GQ 表达 除了 0 以 外 的 有 理 数 的 全 体 或 者 除 
了 0 以 外 的 实数 的 全 体 , 那 末 我 们 得 到 

4 如 果 &, 6EG, 那 末 中 EG; 

2 如 果 4, 58, CEG, 那 未 (ab)e 一 a (be); 

3” 对 于 每 一 数 4€ G9, 必 有 一 定 的 数 1€G, 使 &:1=1.4=4; 

4 对 于 每 一 数 4EG, 必 有 数 4 1EG, 使 wr0 1=a 1'0=1, 
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这 样 , 在 两 演算 蛙 有 显著 的 类 似 性 。 可 是 这 样 的 演算 不 仅 在 
数 的 情况 而 且 还 在 其 他 许多 数学 对 象 的 情况 下 发 人生， 所 以 更 抽象 
地 研究 同上 述 演算 具有 论 理 上 同一 构造 的 事物 , 是 所 希望 的 。 为 
此 , 一般 地 称 老 干 个 物 的 集 为 集 ， 当 取 一 个 集 G 的 两 元 gc, 8 时， 
假设 已 输 定 了 把 它们 车 合 ( 合 成 ) 起 来 的 法 则 。 把 合成 了 的 物 放 作 
ab 面 且 考 察 广 足下 列 合 成 法 则 的 情况 : 
I” 如 果 a, 8EG，,， 那 末 apEG; 
2"” 如 果 a, 5,cEG, 那 末 (cb)c 一 af(8c) ; 
3。 对 于 所 有 的 5aEG, 必 有 eeEG, 使 gae 一 eg 一 q 称 。 为 公元 
4” 对 于 所 有 的 aEG, 必 有 a 1EG, 使 a0-1 一 a lg 一 e( 称 a1 
为 a 的 逆 元 ) . 
这 时 ,我 们 说 : G 关于 所 论 的 合成 法 则 做 成 群 。 
改 有 两 变换 占 , 人, 先 运用 到 任意 点 卫 , 把 其 象 记 作 S(P); 
再 运用 了 到 这 和 象 ， 把 所 得 出 的 象 记 作 TS(P)， 
而 考察 点 卫 和 点 TS(P) 则 的 对 应 ; 如 果 把 它 
rs/ I 写 做 7 人 ,很 明显 地 TS 也 是 变换 ， 称 这 变换 为 
原来 的 两 变换 S, 了 的 积 ， 如 后 文 所 述 , 积 这 
SP) 个 亚 娩 是 由 于 七 和 数 的 乘法 相 类 似 而 使 用 起 来 
? 的 ， 但 是 ST 了 与 TS 一 般 地 是 不 相等 的 ， 就 是 
图 2-5 说 :从 几何 看 来 间 不 表达 同一 变换 ， 
在 欧 几 里 得 空间 里 (在 平面 里 也 完全 同样 ) 融 有 一 个 变换 集 
G, 把 G 的 元 即 变 换 表 成 了， 了 ,, Ts 等 等 。 
当 变 换 集 G 对 于 如 上 文中 所 定义 的 积 的 演算 满足 下 和 列 条 件 
时 , 称 为 变换 群 。 就 是 : 
1) 设 G 的 任意 两 变换 是 Ti, 了 T,, 7a7: 也 是 属于 G 的 变换 ; 
2) 设 4 的 任意 三 变换 是 T1, T，, 了 Ts， 
TTATI) = (TPs) TD; 


TS(P) 


2.2 合 间 变换 群 拘 


8) 对 于 G 的 任意 变换 TD, 使 
THE=ET=T 
成 立 的 变换 刀 , 必 属于 G( 称 为 恒 等 变 换 或 么 变 措 ); 
4) 对 于 G 的 任意 变换 ,使 
了 PP 一人 PP 一 用 
成 立 的 变换 了-， 必 属于 G( 称 了 1 为 变换 了 的 逆 变 措 ). 
变换 群 这 个 概念 在 几何 上 是 非常 重要 的 . 
设 欧 几 里 得 空间 的 台 同 变换 的 人 体 是 G, 那 未 G 做 成 变换 
群 。 
耳 明 [第 一 段 ] 因为 从 几何 明显 地 看 出 : 两 个 合同 变换 的 
积 也 是 合同 变换 , 同 TP1, Ts 一样 ， Papi 也 属于 GL 
[第 二 段 ] 参照 图 2.6 便 可 有 明了， pr 
这 是 关于 裤 称 为 变换 的 物 的 总 体 成 立 
的 性 质 ， 图 中 的 ( 左 ) 、( 右 ) 表 达 在 了 i \ 
中 的 等 式 左右 两 边 有 关 的 路 径 . rr nh 7 
因 2) 的 关系 式 成 立 ,把 Ts(Ts7) TTY 
和 (TsT3) PD; 简 配 作 sD. a 
[第 三 段 ] 恒 等 变 换 就 是 任何 点 及 
和 它 本 身 对 应 的 变换 二 zm; 也 是 合同 8 
变换 ， 取 它 为 如 就 行 了 。 图 2-6 
[第 四 段 ] 当 点 卫 在 合同 变换 由 下 与 P' 对 应 时 , 设 使 P' 与 
P 对 应 的 变换 是 人 1, 那 末 克 -! 也 是 合同 变换 。 这 占 荐 在 多 的 音 
又 下 的 丈 - 的 地 位 ， 
称 这 群 为 合同 变换 群 ， 现 在 将 求 两 个 合同 变换 
S: gi=Dow+o 与 TP: ol=5 b+b, 
的 积 78 的 式 子 ， 为 此 , 发 坐标 mm 的 点 彼 呈 移 到 民 , 又 接着 稚 公 
移 到 点 02, 我 们 得 到 


一 
~ 


左 入 ZT271(P) 


pe 


了 
’ 
了 


Dobie 
~ 
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wt = 5 bi (Poert 08) + bs 
因此 , 当 慎 好 一 了 coor 十 o 时 , 便 有 
C= BD Dizauj) } 
ct 一 Di 十 之 mar. 
其 次 , 斌 求 S71 的 式 子 。 把 ST 的 式 子 写成 2 一 4sjv; 十 i; 
从 S758= 刀 必须 成 立 
> Ax Barrs iar) + Ai=wi, 


(2:6) 


从 而 看 出 
之 4ixar 一 605， 
4 十 习 0 0. | 人 
可 是 (gw) 是 直 交 方 障 ， 
2 ariqij 一 Go 
并 从 (2-7) 和 此 式 边 边 相 减 , 便 得 到 
EAix—ar) ni=0, 
固定 了 而 使 7 取 值 I,2, 3, 最 后 式 变 为 形 如 
之 geaxr 一 0 
的 三 元 一 次 方程 租 ， 由 于 |exri| 天 0, 立 烈 看 出 一 0, 所 以 
Ait = nt。 
此 外 ,从 (2.7) 得 到 
| 4 一 一 之 dridre 
这 样 一 来 ,我 们 获得 8 一: 
WO— ZE ovr — TD xiQz。 (2.8) 


当 群 G 的 元 的 于 和 集 如 关于 GG 里 的 同一 合成 潜 则 独自 构成 群 
时 , 称 五 为 G 的 子 群 。 在 合同 变换 群 里 ， 
4 一 |asi| >0 的 变换 全 体 ， 
4 一 0 的 变换 全 体 ， 
4 一 |cy| >0，w=0 的 变换 全 体 
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各 各 是 合同 变换 群 的 子 群 , 而 分 别 地 被 称 为 运动 群 、 直 交 变 换 群 、 
旋转 群 。 

我 们 是 在 研究 欧 儿 里 得 微分 几何 ， 所 以 关于 什么 是 欧 几 里 得 
儿 何 这 个 问题 必须 预先 有 正确 的 理解 。 这 是 由 于 , 对 这 本 质 的 得 
题 深刻 地 钻研 进去 ,一 定 会 磋 到 欧 几 里 得 几何 是 什么 的 问题 ,而 在 
那里 往往 会 发 现 解决 的 苗头 . 

那 末 ， 所 谓 欧 几 里 得 几何 正如 在 欧 几 里 得 的 几何 原本 中 所 述 
的 , 是 从 若干 公理 的 一 采 论 理 地 导出 的 命题 的 一 集 ， 在 这 公理 体 
系 中 ,目前 最 严密 的 而 且 最 精炼 的 要 推 Hilbert 的 公理 体系 。 但 
是 ,也 有 和 它 不 同 的 想法 。 那 就 是 以 Klein 的 思想 为 根据 的 ,而 且 
是 和 群 答 具 有 密切 关系 的 。 

我 们 在 初等 儿 何 里 学 过 三 角形 和 较 等 等 的 图 形 以 及 它们 的 性 
质 , 并 且 了 解 合 同 的 图 形 有 相同 的 性 质 。 这 才 明 了 ,在 初等 几何 里 
所 性 图 形 了 的 性 质 是 和 玉 合同 的 一 切 图 形 的 公共 性 质 ， 由 于 同 
五 合同 的 图 形 是 从 也 运用 合同 变换 而 导出 的 ,而 且 反 过 来 从 玉 运 
用 合同 变换 而 导出 的 图 形 街 业 是 同 合同 的 在 初等 几何 里 稚 称 
为 万 的 性 质 是 指 这 样 运用 合同 变换 于 万 而 得 来 的 一 切 图 形 的 到 
共性 质 而 早 ， 换 句 话说, 是 指 对 万 无论 怎样 运用 合同 变换 也 不 改 
变 的 性 质 而 嘻 。 如 上 文 所 述 ， 在 面 上 的 所 有 合同 变换 的 和 集 做 成 
群 ， 注 意 到 以 上 的 内 容 ,我 们 把 看 法 倒转 过 来 ,将 于 作出 如 下 的 定 
尺 : 

欧 几 里 得 几何 是 在 图 形 的 性 质 中 系统 地 讨论 那些 在 合同 变换 
群 9 下 不 变 的 性 质 和 数量 ( 称 为 不 变 式 ) 的 数学 分 科 . 

这 是 把 Klein 在 更 一 般 形式 下 表达 的 思想 搬 到 欧 几 里 得 几何 
里 来 而 叙述 的 内 容 。 根 据 Klein 的 思想 ,有 一 个 变换 群 就 有 在 这 
群 下 作为 不 变 式 理论 的 一 种 几何 . 

雍 者 们 一 定 会 验证 , 曲 入 的 曲率 和 指认 
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(xX) 
( 广 2)3 3 
| 袜 基 菇 | 
( 文 X 芝 )3 
都 是 运动 群 的 不 变 式 ,而 且 对 于 参数 变换 
t=$0), oti<b 
($$ 是 t 的 单调 增加 丽 数 ,上 $0) >0) 是 不 变 的 事实 。 因为 8,ww 是 
用 曲 蕉 的 证 程 的 微 商 来 表达 出 来 的 , 称 为 微分 不 变 式 . 
/XI dt 
是 微分 , 而 它 在 上 述 的 运动 群 和 参数 变换 下 也 是 不 变 的 。 不 过 它 
是 徽 分 这 一 类 的 无 穷 小 ,把 它 改 成 为 有 限量 之 后 得 出 的 量 


3 
:—| ~ dt, 
a 


称 为 积分 不 变 式 .在 微分 不 变 式 和 积分 不 变 式 里 所 命 的 微 商 中 最 
高 阶 微 商 的 阶 数 称 为 这 不 变 式 的 阶 数 。 (二 阶 , 三 阶 .) 张 长 8 
是 在 和 给 定 曲 纺 的 积分 不 变 式 中 有 最 低 阶 的 ， 双 天 是 在 微分 不 变 式 
中 最 低 阶 的 。 妇 ， w 天 等 虽 也 是 最 低 阶 的 ,但 是 象 这 样 和 堪 有 画 数 
关系 的 丰 变 式 除 外 ， 如 所 知 ， 仅 欢 于 曲率 于 的 最 低 阶 不 变 式 是 揽 
床 21。 
如 果 能 够 找 出 尽 可 能 地 低 阶 的 不 变 式 ， 用 以 表达 锥 定 图 形 的 

特征 ,从 理论 上 可 以 谣 是 答 定 图 形 的 最 简 猎 的 处 理 了 。 

【习题 】 

1. 证 明 形 如 必 = 必 十 wi 的 变换 (平行 移动 ) 他 体 做 成 群 。 

2. 用 分 析 法 许 明 ; 向 量 长 ,二 向 量 敌 成 的 角 , 以 一 点 发 出 的 三 向 量 为 楼 
的 平行 六 面体 的 体积 对 于 合同 变换 群 中 的 任何 变换 是 不 变 的 。 


= 


安 '3 线性 常 微分 方程 的 解 的 存在 定理 
作为 册 恕 论 基 本 定理 的 证 明 的 准备 工作 ， 在 这 里 将 证 禾 性 常 
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微分 厂 程 硼 的 解 的 存在 定理 , 

定理 设 cw(2) (入 凡 一 4,2,…'，m) 是 在 区 间 4<<t<5 定义 
的 m2 个 连 转 画 数 , 那 末 以 ,Wa，…, tm 为 未 知 画 数 的 mr 个 线性 
常 微分 方程 的 一 粗 


au 下 
一 一 之 Cap (#) Ui 
w= 


at 1 
必 有 任意 初始 值 w(4) 一 凤 的 解 , 并 且 这 种 解 只 有 一 租 . 
证 明 ”我们 将 根据 鹤 认 为 最 简单 的 深 次 到 近 法 来 作出 解 的 存 
在 诈 明 。 现 在 , 置 


i 
1__ .0 0 
w=w+| DS cnr dt, 
好 


i 
吗 = 叹 +| 3 cl at, 
[9 


i 
忠 一 叹 十 | 3 ert 1 dt, 
如 


便 获 得 在 同一 于 区 间 si 到 2 定义 的 m 粗 巩 数列 {2 人 ，{8} ,，…， 
{op}， 很 明显 ,任何 一 个 画 数 吸 ( 引 都 是 连续 面 数 ， 在 这 里 将 应 用 
数学 分 析 的 一 个 基本 定理 ,就 是 : 

设 有 在 同一 区 阅 里 定义 的 画 数 列 {w"} , 每 一 个 wr 在 该 区 问 是 
连 秆 的 。 和 如果 {ww} 在 那 区 问 里 一 致 收 钙 ， 那 末 苔 出 其 极 服 值 的 画 
数 w(t) 也 是 连 种 的 . 

为 此 ,将 证 明 画 数列 {4 和} ，{2} ，…，{w} 的 每 一 个 都 是 一 致 
收敛 的 ， 

首先 ,因为 c(t) 在 于 区 间 4a<t<b 是 连 秆 的 , 注意 到 这 时 一 
定 存 在 这 种 常数 C, 使 


CC 
[cx 的 | 一 元。 
又 熏 
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max|w|<D, 
这 样 一 来 ,从 定义 看 出 


* 
| 二 一 | 天 Slo) ld 


t 
<| mm -C.D at, 

所 以 得 到 

[wi—w|<OD(G—o). 
同样 ,从 

BB oldu 
获得 
Ww — wl | 一 Oo 性 一 

A A 5 

一 般 地 成 立 


I 0! | OD AO" nD EEO 


这 里 ,在 时， 人 {22} ，…，{2%} 中 ,把 任意 一 个 记 做 {ww 中}; 我 们 
只 须 阐 明 : 设 8 是 任意 给 定 的 正 数 ,对 于 m%> 六 (se) 的 所 有 正 整 数 m 
和 任意 正 整 数 2 必 成 立 

[wr?—e| < ee, 
可 是 
[unr 一品 | < [unre — rtr-2| 十 |&n+? 开 一 2n+9-3| 二. 
< De + 二 
Cn+p 万 (2 一 C) nt? 
(m 十 2) ! 


On+1D(5 一 se O(b—0) O02(b—a)2 
< 人 可 r+ mT a) | 
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CrtDO 一 0 OO CC 一 oO 了 了 
< (n+! [+ 十 2 +( 多 十 2 ) + 」 
OrHD(U 一 ar n+2 
(nt1)1! n+2—0(6—a)’ 
所 以 只 要 选取 充分 大 的 六 ,使 得 C5 一 6) < 和 N+ 而 且 


OD (ba N+2 se 
H+DI Ni2-OG-a ~ 


这 个 友 与 区 间 esf 的 点 没有 关系 , 仅 由 8 决定， 并且 对 于 任 
意 的 正 整 数 % 祖 和 成立 
uf?— on | < eo 
由 此 可 见 , m% 租 函 数列 人 {2} ，{t2} ，…，{w} 的 每 一 个 都 是 一 
致 收 伍 的 连 炉 画 数 烈 ,从 而 答 出 它 何 的 极限 值 的 画 数 ww (b) ,ta()， 
…, Un (t) 也 都 是 连 秆 画 数 ,并 成 立 


lim w=%w,, 


N05 


在 这 里 蔷 

太一 2 十 | Ser at 
井 使 mw>co; 由 于 对 一 致 收敛 画 数 列 极限 过 程 n->oo 与 积分 的 顺 
序 可 以 对 亩 , 便 得 到 

人 =w+| 之 crn dit. 


从 此 式 的 形式 看 出 w(t) 是 可 微分 的 画 数 ,而 导 征 的 转 果 是 


Qu 
at 


这 表 上 明了， 上 面 求 到 的 责 数 w(t) 是 答 定 的 线性 常 微分 巨 程 粗 的 
解 ， 

其 次 ,来 证 解 的 唯一 性 。 现 在 假定 具备 同一 初始 值 w (48) 一 局 
的 解 有 两 个 ,发 它 个 是 w, 如，, 那 末 


> CanUp, 
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aw 
at 


at 
从 而 评 Vi = — Wy 有 时, 便 有 


dV, 
at 


这 表明 了 , vw 是 答 定 的 微分 方程 租 的 解 。 这 里 2,0) = 圾 一 码 =0， 
这 样 , 设 v 是 具有 初始 值 (0,…, 09) 的 给 定 的 微分 石 程 粗 的 解 , 如 
果 能 够 证 明 2 (二 0, 那 末 履 失 三 奴 芍 ， 就 是 解 的 唯一 性 得 到 了 
证 明 ， 

因此 ,我 们 假定 »() 是 


dv 
at 


的 解 ， 霸 且 v4) 一 0。 把 两 边 积分 起 来 , 而 且 利用 v2; (4) =0, 便 
得 到 


= Cine 


一 之 Cru 


一 之 CrauVn, 


一 之 Carndp 


v0) = B00 号 (2.9) 
可 是 有 这 样 的 正常 数 C, D, 使 
|ox| 到 万， Io! < 0, 
mm 


所 以 
| 办 [< DCLC 一 号， 


把 它 代 和 (2.9) ,就 看 出 
<D OS. 
同样 地 ,导出 一 般 的 车 果 
im | < DOO) 
nl " 


由 于 


2.4 曲线 诅 的 基本 定理 ?1 
lim (OE))" 一 0， 
nl! 


及 一 co 


我 们 获 香 
v(t) =0, 


2.4 曲线 论 的 基本 定理 
下 文 用 Se, S。 等 记号 表达 看 作为 变换 群 的 运动 群 G 的 元 ， 
这 里 4, 5b 等 表示 对 应 的 方 阵 @, Bb; 等 的 核 文字 . 
© 在 空间 里 任 管 选取 固定 的 右 
Si _@ 手 制 直 交 轴 , 设 其 原点 是 0, 而 且 
es 在 坐标 轴 上 以 0 为 始点 的 单位 
向 量 分 别 是 e1, es, es， 称 标 形 
本 Oeieses 为 Ro， 对 它 施行 9 的 变 
换 而 得 出 的 S,Ro 也 是 右手 制 直 
图 3.7 交 标 形 ; 反 过 来 ,任何 右手 制 填 交 
标 形 都 可 表 成 这 个 形状 ， 当 瑚 数 cs，2 不 相同 时 ,次 不 成 立 
SBRo = SRo., 
实际 上 ,对 Ro 施行 恒 等 变换 以 外 的 G 的 变换 , 一 定 变 为 和 Ro 不 
相同 的 标 形 ; 从 此 看 出 : 


01 


Sz18, Ro= Ro 
除了 Sa'S,=B 即 So=5, 以 外 , 决 不 成 立 。 
这 样 一 来 ， 我 们 写 下 Bo 以 代替 5 Ro。 


考察 两 标 形 Ro 和 六; 尽 是 根据 TP 
一 个 运动 8 从 Ro 得 出 的 ， 设 8 的 方 STP 
程 是 关于 Bo 表达 出 来 的 。 空间 的 任 。 名 oP 


意 点 卫 关 于 的 坐标 等 于 S-1P 关 
于 的 坐标 【." 一 关于 五 和 AP 
关于 Ro 具有 相同 的 相对 位 置 )， 图 2.8 


72 第 2 章 合同 变换 群 与 微分 形式 

现在 ,考察 另外 一 个 运动 了 ; 把 了 关于 Ro 表达 为 解析 式 .、 如 
浊 把 了 的 同一 几何 运动 关于 加 表达 出 来 ， 究 葛 具 有 什么 形式 呢 ? 
我 们 将 讨论 这 个 问题 ， 

任意 考察 点 了 ,按照 卫 作 宅 的 象 TP; 从 上 述 的 鱼 果 人 TP 关于 
了 的 坐标 是 STTP 关于 Bo 的 坐标 。 可 是 

STP= (STS)S-1P, 
并 注意 到 A571P 关于 Bo 的 坐标 就 是 关于 忆 的 坐标 这 个 事实 ， 
我 们 看 出 : 看 作为 几何 变换 的 卫 关 于 届 是 以 8378 的 解析 式 表 
达 出 来 的 。 

设 关于 ho 有 一 个 以 8 表达 起 来 的 变换 ; 和 Ss。 相同 的 几何 
变换 关于 一 8S,Jw 则 是 以 S575S65 表达 出 来 的 ， 这 是 9 中 的 一 
元 . 反 过 来 , G 中 的 任意 元 5。 可 以 写成 那 种 形状 ;从 

ANeo 一 (SS9o9pDS 


容易 看 出 这 个 事实 ， 
我 们 称 一 点 关于 i 的 坐标 为 和 对 坐标 ， 称 它 关 于 Bs 的 坐标 
为 相对 坐标 ， 从 以 上 所 述 看 出 ,无 得 使 用 起 对 坐标 或 相对 坐标 ,在 
分 析 方 面 都 是 可 根据 同一 方程 粗 来 表达 群 G 的 ， 
考察 运动 群 G。 设 BB 是 分 析 地 
胡 达 这 群 的 标 形 ,并 且 Ss 是 他 的 元 ， 
取 两 个 无 穷 接 近 的 标 形 
五 。 一 RPRo， Rorao = arda Po, 
>» 很 显然 , 把 Ro 移 到 Royis 去 的 无 穷 小 
运动 的 表达 式 ， 关 于 Bo 是 SupaoS7z! 
图 3.9 (“运用 它 到 Bs 便 会 明了 )。 
那 末 ,要 把 移 BB 到 Rat 的 几何 变换 关于 B 表达 出 来 , 完 间 
采取 怎样 的 分 析 的 形状 呢 ? 如 上 所 述 ， 宅 应 当 是 S51(S6ya371) 5 
就 是 Sa7Soyao。 


24 曲 帮 短 的 基本 定理 7 
现在 ,来 计算 Sz1S641aww。 如 在 (2.8) 所 演出 的 , Sa 决定 于 
Vi = BD Aidi— DT Vits, 
从 此 可 见 ，Sa Sorio 决定 于 
好 一 辽 on{S rt dor) tet ot+ dda;} — TZ ong 
一 和 十 之 ndamtrt 2 ondas. 
这 样 一 来 ,如 果 把 这 无 穷 小 运动 写成 


T=0— 5 Ovyt wis (2.10) 
就 有 
Ci 一 一 之 Wd, (2:11) 
Wi= > anda;, (2.12) 
只 要 导 微 
之 onair— Oi 


的 两 边 , 便 立 列 看 出 : 微分 形式 oz 满足 
Wir wri=0. 
这 表明 了 , 方 阵 (wx) 是 妊 对 称 的 。 从 而 ,在 九 个 微分 形式 ww 之 中 
一 般 地 仅 有 大 个 ww (i 天 如 不 是 0, 而 其 中 只 有 三 个 ogy (<< 力 是 独 
立 的 。 这 三 个 与 w 又 是 独立 的 . 
把 标 形 SsRo，SeraoRo 的 原点 分 别 命名 为 六 ,M4M. 
为 了 求 出 标 形 of 关于 S64asRo 的 相对 位 轧 ， 从 上 述 的 无 穷 
小 运动 式 (2.10) 首先 看 2 一 0 来 导出 
aM = we;; 
又 从 同 式 前 后 置 mx 为 6x, 0 而 且 边 边 相 减 , 便 得 到 
Ce; 一 之 wirer, 
这 就 是 说 , ws 和 wi 在 占据 所 葵 无 穷 小 运动 的 参 变 数 地 位 的 同时 ， 
和 还 是 表达 标 形 的 相对 位 置 的 支 量 . 
现在 假定 
和 Ni， Xi 人 人 (一 一 2 人 有) ， oati<b 
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是 任意 答 定 的 上 的 连 藉 画 数 ; 要 找 出 这 样 的 依赖 贿 变 数 t 的 标 形 
集 ,使 其 相对 支 量 满足 
wh Dd, w=h td, ot<b. 
从 (2.12) 式 得 到 


p>y it cai 一 入; at, 


a = 这 CAk。 (2.13) 


又 从 (211) 式 获得 
一 Wt dajx — Mw at, 


So ~ — djn Nye (2.14) 


因此 ， 问 题 归 千 到 能 不 能 决定 这 样 上 的 画 数 4&1( 昌 ,ow (2), 使 得 
(2.18) ，(2.14) 同时 成 立 一 一 这 一 个 六 性 微分 方程 租 的 问题 ， 根 
据 2:3 的 定理 ,对 于 任意 答 定 的 初始 条 件 ,这 租 方程 必 有 和 解 ， 所 以 
考察 在 条 件 

aa) 一 0， az(a) = 
之 下 的 解 . nn 


da [DD CALA DA i Qn 十 Baoan 


一 十 之 GHzzNtngzt j QQKh NIN 
= (cn0mt ondrn) Ms=0, 
从 而 ji( 耻 ani() 是 常数 ,按照 初始 条 件 得 知 
之 on (t) ori (t) — by, 
就 是 说 , (a;;()) 昼 是 直 交 方 障 ， 
这 样 一 来 ,可 以 叙述 这 个 车 果 如 下 , 
结构 定理 ” 当 活 动 标 形 依 赖 一 个 参 变 数 而 变动 时 ， 活 动 标 形 
的 无 穷 小 变 位 的 支 量 可 不 服从 任何 结构 条 件 . 
特别 地 ,选取 0 志 s 委 工 的 参数 s 作为 妇 且 置 


a 


2.4_ 曲 楼 前 的 基本 定理 。 ?5 
AN(s)=1,， N=hs=0, 
Ma— —A—=h(s), 和 as= —Nhss—w(s), 
) =Nag = Ngs=0, Ns= — Ne1=0, 
我 们 看 出 : 黎 性 微分 方程 租 


(2.15) 


-一 一 一 一 上 Be93 


必 有 这 样 的 解 ,使 得 标 形 耻 e1ezes 例如 当 s=0 时 重合 Bo. 

这 里 在 这 样 得 到 的 依 台 参数 s 的 标 形 的 运动 中 , 设 原点 了 所 
画 的 曲线 是 0, 从 (2.15)1 看 出 681 是 它 的 单位 切 钱 向 量 , 从 而 s 是 
它 的 红 长 。， 井 且 从 (2.15), 得 知 es 是 它 的 主 法 线 向 量 , 4(s) 是 它 
的 曲 府 ;从 (2-15)s 还 看 到 ww(s) 是 它 的 枯 琴 .这 样 一 来 ,证 明了 下 
面 的 基本 定理 II: 

基本 定理 II 假 届 任意 地 答 定 了 Ca 航 画 数 £(s) >0 和 连 秆 
画 数 w(s) (0<s 专 荆 ， 那 未 以 它们 分 别 地 做 曲 牵 和 搁 牵 的 空 浊 曲 
线 必 存在 . 

我 们 也 容易 证 明 

基本 定理 I 假如 有 两 条 曲线 C, C 是 具有 同一 的 曲率 (8) 
之 0 和 接 率 w(s) (0<s< 荆 的 , 那 未 这 两 曲 炎 用 运动 可 以 重合 . 

把 0,C 固定 在 其 上 的 点 X(0) ,了 (0) 的 标 形 , 而 把 这 些 标 形 
用 适当 的 运动 分 别 地 重合 移 对 标 形 Ro, 这 样 做 是 可 能 的 。 这 时 ， 
发 所 获得 的 两 曲线 是 0*, 0*, 那 示 它们 有 相同 的 相对 支 量 4(s) 和 
w(s) , 而 且 作为 $==0 的 初始 条 件 的 标 形 重合 一 致 。 所 以 从 微分 五 
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程 的 解 的 唯一 性 看 出 C 与 0" 完全 一 致 。 这 表明 了 ，, C 与 是 可 
用 运动 使 它们 完全 重合 . 

这 意味 着 在 不 计 运 动 的 情况 下 C 和 C 是 同一 曲线 。 就 是 发 ， 
如 果 对 于 动 一 动 就 可 重合 的 物 不 加 区 别 的 诡 ， 这 就 表明 了 曲线 唯 
一 地 决定 于 它 的 曲率 4s) 和 杰 率 凤 (3) 。 


2.S 微分 形式 与 千 构 方程 

我 们 在 2.4 磁 到 了 两 个 式 

Dandoams Boa da 

这 些 式 子 是 所 疆 微 分 形式 ， 在 本 节 里 将 叙述 微分 形式 论 来 做 过 湾 
到 曲面 论 的 准备 。 以 后 非常 多 次 地 用 到 和 的 记 喘 区 ,所 以 把 王 省 
略 掉 。 价 使 应 该 作 和 的 指标 在 同一 项 中 两 回 出 更 的 话 , 必须 淹 作 
为 作 和 。 

取 m 个 独立 的 实 变 数 色 ,Wa，…, Wm; 它们 的 常 系数 而 不 售 有 
常数 项 的 一 次 式 朗 形 如 


3 
f (wu) 一 QW, 和 = Pp ta 


的 式 子 , 称 为 一 次 形式 。 又 常 系数 而 不 含有 一 次 项 和 常数 项 的 二 
次 式 即 形 如 


m 
f (4, %) 一 GotaWu = ,之 ， Cara 
st 一 


的 式 子 , 称 为 二 次 形式 ， 形式 这 个 术语 意味 着 所 论 的 式 子 关于 变 
数 是 同 次 项 的 和 。， 设 m==3 并 且 把 tw1, Wa, Ws 看 作为 空间 的 稍 卡 
几 坐 标 系 ， 当 一 次 形式 等 于 0( 或 等 于 非 0 的 常数 ) 时 ， 表 示 了 通 
过 原点 的 平面 (或 不 过 原点 的 平面 ); 又 当 二 次 形式 等 于 0( 或 等 于 
非 9 的 常数 ) 时 ,如 果 |as| 关 0, 它 表 示 了 以 原点 为 顶点 的 圆锥 (或 
以 原点 为 中 心 的 二 次 曲面 ); 如 果 |ej| =0, 它 表示 了 通过 原点 的 
两 平面 或 两 张 重合 做 一 张 的 平面 (或 两 张 不 过 原点 的 平行 平面 )， 
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这 些 事实 从 解析 几何 都 可 明了 。 
可 是 ， 训 者 们 在 解析 几何 中 的 二 次 曲 米 和 二 次 曲面 的 配 极 理 
论 里 ,想必 都 碰 到 过 形 如 
ZF Gr, 
的 式 于 ,尽管 那里 的 mw 一 3。 现 在 , 设 刀 ，… Wm， 02， Vm 表示 两 
租 变数 。 由 于 这 种 式 子 无 葵 关 于 妇 ，…， um 或 关于 1 ，…，2m 都 
是 一 次 形式 , 称 它 为 双 一 次 形式 . 
提起 双 一 次 形式 ， 一 般 地 ax 可 以 是 任意 的 , 特别 是 当 示 数 
满足 
Ci 一 一 Go 
这 租 条 件 有 时 ,可 以 写 做 下 列 形 式 : 
总 ov (Wa Vn — Up da) ， 
称 为 外 二 次 形式 ， 这 里 之 表示 关于 ^% 关 内 的 每 一 数组 人， 4) 作 和 和 
的 意义 。 
在 外 二 次 形式 里 虽 肥 ,Vv 的 两 组 变数 ， 但 是 只 用 其 中 一 组 
w 把 它 与 成 


> CA 
(A) 


这 是 炙 常 民用 的 写法 . 

对 于 两 个 一 次 形式 

f0 = 一 aa gu) =bwy 
定义 
(f+9) (WW) = (@; + 6;) Ww 

为 其 和 。 两 个 二 次 形式 和 两 个 双 一 次 形式 的 和 同样 地 意味 着 以 其 
邓 数 的 和 做 柔 数 的 形式 。 

现在 ,从 两 个 一 次 形式 


fl) = Da, g (WW) = > Dut, 
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可 以 作出 外 二 次 形式 ,这 决定 于 


Ca buvn 


fg (v0) ~—f (v) gy) 一 


一 axD [wv] 9 
Sad Oud 


称 它 为 了 ,g 的 外 积 , 并 记 做 [fg]. 
容易 看 出 下 烈 关 条 的 政 立 : 
[afg]=alfgl (a 常数) 
[fi+fa, 9 ={f19) + [fg9], 
[fg]= ~ [g 有 ]. 
假设 p 个 一 次 形式 
万 一 辽 a oa=1,2, ,np 
对 于 所 有 的 如，…，, um 恒 等 地 满足 
cifit+cafat**+cyfo=0, 
其 中 61，…, cp 表示 不 同时 为 0 的 常数 , 那 末 称 这 2 个 形式 是 线性 
相关 .反之 , 当 这 种 常数 61,…, cp 不 存在 时 , 称 为 简 性 独立 ， 如 
果 了 > 万 ，j py fo 一 定 是 米 性 相关 的 。 当 wp<m 时 , 为 了 窑 
们 黎 性 独立 的 充 要 条 件 是 :从 宅 们 的 系数 所 作出 的 方 障 
ga), a=1, 2，…， Dp; A=1, 2,.…,m 
的 牧 数 等 于 pP。 这 是 代数 学 所 述 的 内 容 ， 
关于 外 二 次 形式 最 基本 的 重要 定理 就 是 税 称 为 Qartan 引 理 
的 定理 ， 
引 理 (Oartan) ”假设 2 (<p<m) 个 一 次 形式 
fis fa, ,fp 
91 9a, 9Ip 
之 间 成 立 关 系 式 
[fi91] + [fagal+…+ [fo9s] =0, 
如 果 记 ,fa，…, fo 是 钱 性 独立 的 , 那 未 成立 关系 
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guo 一 pa Gag fay que 一 Geu。 


这 就 是 说 ,gs 是 户 ，… fo 的 钱 性 租 合 ,并 且 它 的 系数 的 方 阵 是 对 
称 的 ， 

衣 明 Pp 一 mw 的 时 候 。 由 于 这 时 九 是 线性 独立 , wu 是 可 用 f。 
的 线性 租 合 来 表达 的 ， 从 而 gs 也 可 用 . 廊 的 和 龙 性 钥 合 来 表达 。 置 


BL 


fs ,pl mm), 
可 是 
fg = 六 np7， 
而 且 右 式 中 的 [ 访 j] 关 于 和 , /是 笠 对 称 的 ， 


Ug] ~ Bm 0m) [ff 
式 中 也 表示 关于 1,2，…, m 中 的 每 对 不 同 数字 的 和 。 因 此 ,从 
假发 
ZLfag] =0 
立 列 看 出 
Gan Wunre 
P<m 的 时 候 。 对 徐 定 的 广 ,…, fp 添加 (m 一 p) 个 fo+1,…， 
fm 使 广 ,…, fn 变 为 各 人 性 独立 的 一 次 形式 .这样 一 来 ,根据 假设 
成 立 
[fig91] +*…+ [fogo] + [for20] +……+ [fn0] =0, 
因为 这 是 在 ?一 m 的 情况 下 时 
gpri™0, :+, gm 一 0 
的 特殊 状态 , 那 未 成 立 
gx 一 afp au 一 Cuxs 


可 是 从 9p+ 一 0， 的 gm 一 0 得 到 
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ap 一 0，…， amu™=0, 
所 以 看 出 
go 疡 quofe， as 一 aans (起 毕 ) 
作为 特殊 情况 ,如 果 
[fif31=0, (2.16) 
那 末 成 立 
fa=afi, (2.17) 


就 是 万 , fs 是 米 性 相关 的 。 反 过 来 , 当 (2:17) 成 立时 ,很 明显 地 成 
立 (2.16) 
当 mw 个 变数 轨 ，…'， Un 各 各 独立 地 从 -ce 到 十 ce 改变 时 ， 
把 这 些 数 值 粗 ta，…，%m) 看 做 一 点 ， 而 且 把 卫 ( 必 一 邮 )2<s 的 点 
ww 的 集 看 做 点 叹 的 邻 域 ,这 是 可 必 称 为 广义 空间 的 , 我 们 称 它 为 
m 厅 数 的 空间 ， 在 令 述 数学 分 析 事 项 的 时 候 , 采用 几何 术语 往往 
更 为 方便 .在 m 稚 数 的 空间 的 倒 域 九里 定义 坐标 的 微分 du， 以 
刀 的 图 数 做 柔 数 作出 这 些 du 的 一 次 形式 ， 称 为 一 次 微分 形式 或 
者 Pfa 台 形式。 这 是 在 上 述 的 以 常数 为 系数 的 变数 必 的 一 次 形 
式 里 , 用 dw 代替 忆 而 且 用 忆 的 画 数 代 替 常 系数 之 后 得 来 的 , 关 
于 代数 方面 的 事项 如 前 所 述 同样 地 成 立 . 
微分 (du1，…、dum) 可 以 看 成 是 在 数 的 空间 (ww1，…, wn) 里 表 
达 了 从 点 履 朝向 点 也 十 dat 的 无 穷 小 向 量 。 这 样 ， 从 点 败 也 可 
考察 发 出 的 其 他 无 穷 小 向 量 (6wi,…, 6wm)。 为 了 表达 一 个 微分 
形式 
w= (ae (2:18) 
按照 所 对 应 的 无 穷 小 向 量 是 dv 或 Bu 而 分 别 记 作 
w(d) =a (WwW du,, 
w (0) = (2) dw,, 
同样 地 可 以 定义 二 次 微分 形式 
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Ce (2 day, du 


和 双 一 次 微分 形式 
Ga (1) du Os. 
特别 是 , 当 这 里 各 系数 是 斜 对 称 就 是 满足 
Qn = px 


的 条 件 时 , 称 这 双 一 次 形式 为 二 次 外 微分 形式 .还 可 以 改写 它 为 
2 (dudw, — du du,) 一 em [dw Gul, 
当 答 定 两 个 一 次 微分 形式 时 ， 
Ci 一 Cd， 3 一 六 ds 
从 此 定义 它们 的 外 积 为 下 型 的 外 微分 形式 [wao3] : 
[osoa 三 oi(d)aas() 一 oa(G)oas(g) 
一 GO (dy Ou, 一 SU du,) 


= 去 忆 ， CR TADICON A 


很 明显 地 成 立 下 烈 关 系 : 
[woj] 一 0， 
[alo3] = 一 [wawi] ， 
[oa 二 oa 0] = [oao] 十 [osa]， C2.19) 
[coa) oa] 一 5[awawa] 。 
设 
w= 6 (WU) du (2.20) 


是 答 定 的 微分 形式 ,从 此 就 有 作出 二 次 微分 形式 的 操作 。 这 就 是 


w= [da,du,] 


Oa 
Br [dw, du,,] 


_1 Oa __ Oan 
一 了 > 2 Bu ) aw, dws] 
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所 定义 的 ow 和 多 相对 应 的 操作 , 称 w' 为 % 的 外 微 商 。 
容易 验证 


(ai 士 oa) 一 0 十 o2， (2.21) 


(fo) 一 fo 二 fo ， 
式 中 了 表示 化 的 画 数 . 
如 果 存 在 画 数 了 on,…um 使 微分 形式 (2.18) 变 为 一 呈 , 那 
未 就 称 它 为 震 形 式 。 由 于 这 时 成 立 


“一 部， (2.22) 
很 明显 ，o 一 0. 
反 过 来 ,如 果 对 于 (2.18) 成 立 w' 一 0, 那 末 一 定 要 成 立 
aa _ Oa 
Bis Bu, * 


根据 数学 分 析 的 定理 , 在 这 时 候 必 有 画 数 了 (Wy,，…, Wm) 使 (222) 
成 立 ，( 但 是 假定 微分 形式 w 的 定义 价 域 DD 是 单 回 通 的 。 如 果 
不 是 单 巡 和 通 ， 那 末 只 在 单 过 通 的 部 分 储 域 内 成 立 . ) 在 这 意义 下 ， 
ww' 一 0 是 要 变 为 堵 形 式 的 充 要 条 件 ， 
外 徽 商 的 定义 不 仅 对 一 次 微分 形式 而 且 对 其 他 微分 形式 也 是 

可 行 的 。 例 如 ,如 果 把 画 数 (wl，…, uw) 看 做 0 次 微分 形式 , 那 末 
Qf 可 以 看 成 是 了 的 外 徽 商 。 又 假发 二 次 微分 形式 

加 = (2 [du, Go] 
的 外 微 商 意味 着 

co/ 一 之 ， Faoc du du] (2.28) 


我 们 改 号 它 如 次 : 
wo! 一 之 Com [a dy, du,1, 


一 s( Oa 1 Oy Oo ) 
Ww Sl Bu, to + a, /° 
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(exur 关于 任何 珊 指 标 是 斜 对 称 的 .。) 
如 上 所 说 明 ， 
(df)'=0. 
同样 , 设 w 一 @ dw 是 一 次 微分 形式 ,就 有 


Co) 一 人 5 [dw dus] ) 


__ O20, 二 
一 too dv, du,1 =0. 
一 般 地 可 以 证 明 : 对 任意 次 数 的 外 微分 形式 @ 必 成 立 
(w')'=0, (2.24) 


我 们 已 释 看 到 , 表达 标 形 的 无 穷 小 变 位 的 微分 形式 w oz 次 
定 于 


Oi—= Gn daj, 
Wip= — Wis dke 
从 这 些 形式 和 看 出 
wi— [den das], 
[oo 条 一 一 [es dar, an dan] 
=Q@yiQy [donm a0] 
= [dax: darj, 
从 而 成 立 关 系 
w= [oywn], (2.265) 
又 从 
(@:7)' = — [don dans], 
[irry] 一 一 [wri] 
一 一 [cz dam, cr dow] 
一 一 [acu dans] 
导出 关系 式 


《os) "一 [ips] 。 (2.26) 
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现在 ,从 表示 标 形 Raydo 关于 Bs 的 相对 位 置 的 方程 
aM = we;, 
de 一 0jjej， ob 十 OH 一 0 
作出 (aM) ;根据 (2.24)s 
(dM)'= wei [deiws] 


= (@tt+ [wnwj]) ey 


所 以 (2 26) 与 
(dM)'=0 
是 等 价 的 。 又 因为 
《de) 一 ooei 十 fderoo] 
一 (ob 十 [obait])ey， 
同样 地 看 出 , (2.26) 与 
(de)'=0 


是 等 价 的 。 从 而 由 上 面 所 述 4 证 , de; 都 是 圭 形 式 .， 这 就 是 说 , 运 


用 于 下 和 e; 的 演算 4 是 普通 意义 下 的 微分 . 


(2.25) ，(2.26) 两 式 一 并 称 为 (运动 群 的 ) 告 构 方程 ((2.26) 
又 称 为 旋转 群 的 烙 构 五 程 )， 是 颇 为 重要 的 公式 。 现 在 , 在 这 里 没 
有 条 件 来 作 群 瓶 讨论 ， 仅 仅 指 出 : 满足 这 两 式 的 互相 独立 的 大 个 
Pfaff 形式 ob ov G< 访 (op 一 一 0 人) 确 定 运动 群 本 身 , 在 这 意义 下 


答 定 苦 构 方程 和 答 定 运动 群 是 等 价 性质 的 两 件 事 . 


运动 群 依 匡 六 个 贿 数 。 从 运动 群 中 选 出 若干 个 参数 ,例如 两 
个 参数 有 关 的 运动 ， 就 是 选 出 那些 可 以 写成 il, 号，awi( 切 的 


运动 ,很 明显 地 精 构 方程 照旧 成 立 . 


我 们 在 数学 分 析 里 虽然 不 用 外 微分 形式 的 名 称 ， 但 也 磋 到 外 
微分 形式 ， 例 如 ,在 焉 面 上 考察 一 条 曲 芒 C0C 和 沿 它 的 米 积 分 


JP dr+Q lo, gm 
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的 时 候 , Pdw 十 Qady 就 是 这 形式 ， 双 二 重 积分 
||re, Wav oy 
中 的 Jo gdz dy 也 是 这 形式 . 这 时 dw dy 井 不 是 微分 ds 与 dy 
的 普通 意义 的 乘积 ， 而 是 应 该 解释 为 两 微分 形式 dz, dy 的 外 积 
[az dy] 的 意义 . 
为 天明 这 个 事实 ,在 变数 变换 
z=p(u, v9), 4 一 由 (4 2), 


(办 
“一 5 0 


之 后 ,就 有 
人 re par ay= | f (ok ye 0))T du dw; 
这 个 著名 定理 说 明了 这 点 。 这 是 因为 ， 
[daz ay] = [bu out py dv, Ys dut ys adv] 
一 [auw adv]. 
关于 三 重 积分 | 上 | 7 (ce, ,四 do dy ds 也 是 同样 的 。 特别 是 ,从 此 
看 出 : 求 平面 图 形 面积 的 积分 || dz dy 和 求 空间 体积 的 积分 
于 az eg 6z 也 都 是 外 微分 形式 的 积 。 ， 


分 。 C 
候 丽 在 平面 上 由 单 本 六 曲线 O 转 Co ) 
成 的 价 域 是 已, 画 数 P(s,Y) , Q@(%,y) - 
在 那里 都 是 0' 般 ， 从 Green 定理 看 
出 成 立 重 要 的 关 街 式 图 2.10 


| dw 十 Q day-|, (Qs— Py,) dw ay。 
如 果 旱 


86 ”第 2 章 合同 变换 群 与 微分 形式 
w=Pdrt+Qdy, 


由 于 
%'— (Qs— Py [dr dy], 


人 D 


式 中 0 是 局 的 境界 。 同 此 相 类 似 的 关系 在 空间 也 成 立 , 而 改称 为 
Stokes 定理 。 这 样 ,微分 形式 的 理论 与 数学 分 析 直 接 发 生 了 关 条 ， 
并且 近年 来 在 它 与 微分 方程 、 李 群 论 、 拓 扑 学 、 调 和 积分 玲 的 关 肥 
于 题 上 , 逐 交 看 到 它 的 重要 性 . 

【习题 】 

1. 设 了 是 变数 H， 如 、…， 4m 的 二 次 外 形式 ,证 明 

3 0 mJ- 
2. 证 明 变 数 妇 ， Wa，…， Wm 的 三 次 外 形式 可 以 写成 
[机 ta] 十 [gags 十 … 十 [gap-iga] (2p<m) 

的 形状 ， 式 中 假定 了 册 ， 各 ，:…，92p 是 互相 独立 的 一 次 形式 。 


3. 设 了 , 0 是 zx, 四 ?的 图 数 , 求 
Part®@adyt+Rde, Play ds]+QLas ds] + RLdr Ay] 


上 式 可 以 改写 为 


的 外 微 商 。 
4. 识 ww 是 7 次 外 微分 形式 ,证 朋 
A A MA 
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3'1L1 曲面 的 参数 表示 . 切 平面 与 线 素 


为 了 讨论 空间 里 摊 着 的 曲面 ， 在 微 积分 里 普通 采用 以 直 交 第 
卡 几 坐标 系 x, y, 2 为 参考 而 记 作 * 一 六 ix, 9g) 的 表示 法 。 这 个 表 
示 法 关于 三 个 坐标 z, y, 2 不 是 对 称 的 ， 而 且 在 曲面 的 切 平 面 垂 


让 于 oy 平面 的 地 方 多 ，- 人 等 变 为 ce， 显得 不 利 ， 又 形 如 


有 ys 2) 一 0 的 方程 除了 代数 曲面 或 者 特殊 曲面 而 外 , 也 不 能 
说 是 方便 的 

在 微分 几何 里 ， 为 解析 地 表示 曲面 ， 设 必 ，z，2 表示 直 交 
和 销 卡 儿 华 标 系 ,用 在 ww,% 平面 的 某 颌 域 九里 定义 起 来 的 三 个 函数 
wi(w, 2) 做 曲面 的 表示 

一 (UL 9), (u,v) ED, (3:1) 

要 算是 最 方便 的 .因为 我 们 讨论 的 是 光滑 曲面 ,假定 每 一 个 vw;(w,2) 
都 是 关于 %，2 有 必要 阶 数 可 微分 而 且 微 商 也 是 连续 的 . (普通 仿 
定 到 三 阶 为 止 ， 就 是 C 艇 丽 数 就 够 了 ,) 在 这 里 还 假定 三 个 画 数 
行列 式 


二 O (wa, as) ,二 0 (wma, wT1) ,二 0 (v1, za) 
” ay 功 ”3 0 (4, ») ”9 Otw, 9) 


不 同时 等 于 0, 就 是 


及 十 以 十 仿 关 0， (3.2) 
式 中 已 什 


8 第 3 章 曲面 癌 
Da OTs 
Ou Ou -一 (oa， ws) 


Oma Ovs Od(w, v) “ 

Ov 09v 
(理由 叙述 于 后 .) 用 满足 这 样 条 件 的 Cr 般 画 数 定义 起 来 的 曲面 
(8:I), 称 为 C" 季 曲面 ;这 样 的 曲面 的 解 本 表示 法 , 称 为 Gauss 的 
参数 表示 . 

三 个 画 数 行 烈 式 不 同时 等 于 0 这 个 假定 是 对 曲面 本 身 的 假 
定 , 也 是 对 参数 表示 的 假定 ， 这 是 因为 ,即使 取 适 当 的 参数 表示 使 
这 假定 满足 ， 在 同一 曲面 的 别 种 参数 表示 里 还 会 发 生 这 假定 不 能 
满足 的 情况 。 例 如 , (wi, %3) 平面 决定 于 四 一 2 ta 一 2, Wa 一 0。 这 
时 , 4 一 1， 但 是 , 如 果 把 同一 焉 面 表 示 为 21 一 ,Va 一 03, Ys 一 0， 
那 末 在 原点 41，4s，4; 同时 等 于 0. 

设 (my， v0) ED, 曲面 5 上 必 有 坐标 是 wm (wy， V0) 的 一 点 Zo. 
根据 假定 ， 三 个 画 数 行列 式 在 DD 的 任何 点 都 不 同时 等 于 0， 所 以 
在 点 CQ, v0) 也 必 有 不 是 0 的。 因为 无 渝 是 哪 一 个 都 是 一 样 , 我 们 
假定 在 点 (wo， v0) ， 


一- 0 (v1, 23) 
4 一 全 0. (8.3) 


这 样 , 很 明显 地 (3-.3) 在 人 DD 中 ww, V0) 的 适当 小 邻 域内 成 立 。 设 这 
样 的 邻 域 是 吕 。 从 微 积分 的 隐 画 数理 询 看 出 ，(w, 2) 平面 的 邻 域 
U 的 点 与 按照 
V1—=w1i(U, 0), wa—= va, v) 
对 应 起 来 的 (zx %3) 不 面 的 对 应 颌 域 下 的 点 之 辣 成 立 一 对 一 的 连 
种 对 应 。 因 此 ,关于 (w, 2) 可 以 解 上 列 方 程 ,而 得 到 
WWVis Wa) ， 人 一 0 人 (0 ，03) 。 


代 天 (3 了 , 便 有 
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Ta— ts (21，0a) 。 
所 以 在 澡 上 对 应 于 刀 的 部 分 丈 与 贡 做 成 一 对 一 的 连 蕊 对 应 。 
在 内 考察 同 公 轴 检 行 的 直 芋 = wo(oo 常数 )。 在 8 的 一 部 
分 的 及 上 对 应 于 它 的 曲 绪 
0 一 2 (20，00) 
因而 产生 。 称 这 曲线 为 尽 曲 禾 . 当然 ,vo 的 值 可 取 为 种 种 数值 。 
同样 , 在 不 上 对 应 于 v 一 的 昌 线 ， 称 为 "曲线 曲线 和 v 曲 
米 总 称 为 参数 曲 栈 . 
同样 的 待 论 在 4s=0 而 4 或 4 不 是 0 的 时 候 也 成 立 。 
很 明显 , 曲线?2=2oo 在 点 (wo, 2o) 的 切线 向 量 是 以 
Do Ora Ovs 
uu’ uu’ Dr 
在 (wo, v0) 的 值 为 其 支 量 的 。 同样 , v 曲 炎 4 一 w 在 同一 点 的 切 粮 
向 量 的 支 量 是 


Or1 Oma Dos 

ao ”Do Ow 
在 (w, wo) 的 值 ， 我 们 用 xs，xe 分 别 表 示 这 两 向 量 。 当 以 点 
Xl, 90) 为 始点 夯 出 两 向 量 xX, X, 时 , 它们 不 在 一 直线 上 的 事实 
从 4 4s， ds 不 同时 为 0 的 假定 就 可 上 明了。 


图 3.2 


因此 ， 对 于 D 上 的 各 直线 % 一 vo 就 有 S 上 的 对 应 的 4 此 线 ; 
对 于 D 上 的 各 直 六 w=ww 就 有 有 上 的 对 应 的 v 曲 黎 ， 如 果 5S 和 
本 身 不 相交 ，, 那 末 可 以 看 出 这 些 曲 炎 在 8 上 入 成 一 网 ， 而 且 网 的 
你 笠 无 论 在 哪 一 个 交点 所 成 的 角 都 不 是 0， 邵 使 在 咏 和 本 身 相 交 
的 时 候 ， 只 要 考察 S 上 对 应 于 DD 内 各 点 的 适当 小 邻 域 的 小 曲面 
片 , 也 是 有 同样 的 结果 . 

例 以 原点 为 中 心 的 个 径 4 的 球面 具有 下 列 的 参数 表示 : 
wi1— 0 Sin u COs v2, 
wa— 4 gin usin 9, 
28 一 G 00g 2 


这 里 , 4 曲线 是 平行 环 , 而 且 汉 曲线 是 子午 


南北 两 极 是 这 种 参数 表示 的 奇异 点 
《三 个 夯 数 行 烈 式 都 是 0) , 
现在 ,曲面 上 的 曲线 可 以 表 成 作为 卫 上 的 曲线 
w=u(t), v=y(t), ot<b (3.4) 
的 象 ,就 是 决定 于 


X—X(ut) , v6)). (8:5) 
在 点 对 w(t) ,2()) 的 切线 向 量 是 


3.1 曲面 的 参数 表示 ， 切 平面 与 模 索 。 “9I 


dx ~ du dv 
Ht 


(3:6) 


这 式 表 明 , 在 点 (w(t) ,2(t)) 的 切 如 向 量 落 在 点 (w(t) ,2(6)) 
的 两 向 量 x,, X, 所 撑 成 的 平面 内 。 从 这 个 事实 看 出 ， 当 固定 这 点 
了 (Ww, 9) 而 考察 通过 它 的 任意 曲 米 时 , 这 些 曲 配 在 点 X(w, 2) 的 切 
炮 全 部 洲 在 XX, 所 撑 成 的 同一 平面 内 。 我 们 称 这 张 平面 为 在 


点 和 (ui 9) 的 切 平 面 。 它 的 方程 是 

[|Z—x(u, 2) XxX, X,|=0. 
提 到 切 平 面 ， 因 为 我 们 只 看 惯 了 球 
面 的 切 平 面 等 ， 难 免 要 想象 曲面 总 
是 趟 在 它 的 切 平面 的 一 便 ， 但 是 不 
一 定 是 这 样 。 图 3.4 是 表示 了 单 叶 
双 曲 面 上 在 其 一 点 的 切 平 面 ， 而 曲 
面 梳 这 切 平 面 所 切断 。 


通过 点 XW %) 而 且 在 这 点 垂 图 3.4 


(8.7) 


址 于 切 平面 的 直线 , 称 为 法 厂 . 选取 它 的 方向 使 与 Xu， Xe 做 成 右 


手 制 ,并 且 设 这 方向 的 单位 向 量 是 es， 就 有 
es— X, XX 
MV (Xu X Xo) 
如 果 写 下 
E=x:, F—XuX,, G=X?, 
双 可 收 写 上 式 为 
X, X XK, 
VEG— PF" 


8683 二 


当然 ， 


EG— FF?= (xX, xX XX) = A 二 2+ 4>0, 


曲面 5 上 的 曲 多 


VU=uUt), v=v(t, a<t<b 


(3.8) 


(8:9) 


(8.10) 


(8.11) 


xu 人，od))》， 
从 而 
文 一 习作 十 入 放 ， (3.12) 
所 以 这 曲线 的 故 长 决定 于 
(| VE-| VE TI rod, (8.18) 
因此 , 曲 焰 的 弧 长 是 
:一 VE FoF dt, (8.14) 


特别 是 ,对 应 于 t,t 十 4 禾 的 两 点 间 的 强 长 是 
4 一 | VE ae FOP. 


当 么 是 充分 小 时 ,把 系 的 高 奖项 略 而 不 计 ,并 且 瑟 它 作 ds， 便 得 
到 


(Qs)3= (Ee? OF + G0) dt 。 
轩 =F,， du 一 wdt, dv 一 9dt, 就 可 写 下 


ds = Edw +i+2F dudvt+ Gd, (3.15) 
我 们 尽 可 把 ds 看 作曲 面 上 无 限 邻 近 的 两 点 (w,2), (ww 十 du,v 十 dv) 
间 的 距离 。 
称 ds 为 曲面 的 硬 率 .又 称 下 式 : 
Bau t+2F dudv t+G av? 


为 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 , 这 是 曲面 的 理论 中 的 重要 式 。 看 来 
好 象 不 用 什么 微分 形式 ， 而 只 依靠 吾 , 了 , G 也 可 解 央 问题 似 的 ， 
但 是 不 仅 用 到 五, 了, G 而 也 用 到 微分 形式 , 其 理由 是 : 微分 形式 
是 ds” 朗 具有 儿 何 意义 下 的 长 度 这 种 与 参数 选择 无 关 的 不 变量 . 
至 于 如, , G 却 随 着 参数 的 更 改 而 变动 ， 

第 一 基本 形式 具有 一 个 显著 的 性 质 。 这 就 是 : 从 几何 方面 可 


3.2 ”一 阶 标 形 。 第 二 基本 微分 形式 ”9gS 
以 明了 ， 这 个 形式 对 于 同时 取 0 和 值 以 外 的 实数 值 du, 4% 和 恒 取 正 
值 。 这 样 的 二 次 形式 称 为 正定 秆 的 二 次 形式 ， 上 顺便 提 到 , 当 dw， 
do 不 同时 为 0 时 , 恒 取 喘 值 的 二 次 形式 , 称 为 灸 定 值 的 ; 取 正 、 员 
双方 数值 的 二 次 形式 , 称 为 不 定 值 的 。 诸 者 们 容易 看 出 ,对 于 二 次 


形式 on? 十 2hwy 十 by? 矶 立 
正定 值 : h2—ab<0, o>0; 
丰 定 值 : Bab<0, ao<0; 
不 定 值 : Padb>0, 
如 果 


aw?+ 2hry+ by’ =—1 

的 左边 是 正定 值 , 它 表示 酉 图 ;如 果 尼 一 2>0， 则 表示 双 曲 线 , 这 
些 都 是 在 解析 几何 里 学 过 的 . 

【习题 】 

工 _ 有 发 一动 直线 ( 称 为 母 禾 ) 与 一 条 定 直线 址 交 , 而 且 按 某 一 规律 变动 ， 
由 这 动 直 答 的 集 做 成 的 幅面 称 为 正 劈 锥 面 (right conoid) 。 导 出 它 的 方程 
TI 二 所 COS DY 二 VW sin 0 2 一 0 的 (9) , 开 证 明 当 6%(o) =a eot v 十 b(ayb 常数 ) 时 ， 
它 是 双 曲 拍 物 面 . 

2. 况 正 劈 锥 面 是 由 4(o) =a sin 2w 定义 的 。 旋 明 这 曲面 的 切 平 面 和 曲 
面相 交 于 椭 贺 。 驻 证 从 空间 的 任意 一 点 向 母线 引 | 下 线 ,这些 恒 足 画 成 琐 图 ，, 

3. 算出 正 臂 维 面 的 线 素 ds2。 


3 也 一 阶 标 形 。 第 二 基本 微分 形式 

同 曲 妖 论 的 时 候 一 样 ， 在 曲面 论 里 也 考察 曲面 在 其 各 点 和 它 
具有 最 密切 关 系 的 标 形 ， 而 且 关 于 这 标 形 表达 所 论点 的 邻 域 并 讨 
葵 标 形 的 相对 位 置 ,这 应 当 是 便利 的 事情 。 

首先 从 几何 方面 讨论 这 个 半 题 , 在 曲面 8 上 的 点 文选 取 XX 的 
法 线 向 量 es 做 标 形 的 三 脚 之 一 , 完全 是 自然 的 。 从 而 , e1，es 都 
落 在 点 的 切 平 面 肉 。 但 是 ,在 切 平面 内 究 莫 怎样 选取 el, es 呢 ? 


94 第 3 章 曲 面 窗 
在 曲 闪 论 里 用 强 长 s 表达 Frenet 标 形 的 三 脚 的 时 候 , 我 们 有 
C1=X, Xkhts, és=é xéy, 
由 于 从 几何 看 来 名 是 切 烧 , 6 在 密切 平面 内 而 且 垂直 于 所, 无 论 
分 析 上 或 几何 上 都 是 非常 便利 的 标 形 ， 可 是 在 曲面 论 的 时 候 象 这 
种 便利 的 标 形 不 复 存 在 ,如 果 我 们 从 分 析 方 面 着 手 ,应 用 微 积分 的 
知识 来 进行 讨论 的 话 , 就 应 当选 取 参 数 曲 黎 的 切 业 向 量 xu， x, 作 
为 et, ea， 这样 , 就 不 得 不 把 构成 标 形 的 向 量 e1, ea, es 的 直 交 性 
质 和 单位 向 量 的 性 质 放 奔 几 个 。 另 一 方面 ， 如 果 不 放弃 这 些 而 想 
一 直 应 用 和 曲面 最 密切 关联 着 的 直 交 标 形 进 行 时 论 的 庄 ， 尽 管 从 
几何 方面 看 来 这 是 优越 的 方法 ， 但 在 分 析 上 按照 到 更 在 的 微 积分 
知识 看 来 ,必须 采用 稍为 改变 过 的 方法 才能 解决 间 是 . 
普通 微分 儿 何 书 籍 里 采用 的 方法 是 这 里 所 讲 的 第 一 种 方法 ， 
每 个 活动 标 形 弃 不 是 直 交 标 形 ， 它 和 欧 几 里 得 几何 所 特有 的 运动 
群 之 问 的 联系 变 为 微薄 ,并 且 活 动 标 形 理论 也 失去 作用 。 我 们 在 
本 书 里 要 用 活动 标 形 理 葵 为 中 心 来 进行 时 花 ， 所 以 就 决定 采用 第 
二 种 方法 . 
设 el, e 是 在 曲面 8 的 点 的 切 平 面 内 而 且 通 过 的 互相 
垂直 的 单位 向 量 , es 是 在 (38.8) 所 述 的 法 粮 单 位 向 量 ,其 中 成 立 
el X64—€g. (3.16) 
当 答 定 这 样 的 一 个 标 形 Xeieses 时 ， 把 它 炒 es 轴 的 周 园 旋 转 ， 仍 
上 保持 同一 性 质 ， 所 以 它 依 顿 这 旋转 角 9 和 参数 wv 等 三 个 参 
数 .我 们 称 在 曲面 上 的 各 点 这 样 地 
由 61, es 氨 成 切 平面 的 活动 标 形 为 
一 阶 标 形 。 为 了 把 绝对 标 形 Ro 移 
到 这 些 标 形 ,所 需 的 运动 
4 一 六 aixox 十 ai 


的 系数 Ciry Ci 都 是 4， 全 ， 0 的 可 微 
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分 画 数 ， 实 际 上 , 设 在 点 (w, 9) 的 Xs 方向 的 单位 向 量 是 加， 法 
厂 单 位 向 量 是 es, 并 芯 


73 一 63 Xm, (3.17) 
很 明显 ,把 息 对 标 形 i 移 到 Xmmaes 的 运动 是 
44 一 Dime Oi » 
式 中 
M11 Mal Ca1 
(pz (%, 2)) -| ?113 Mag 633 (3.18) 
13 033 633 
pw 0) = (u, 9). (8.19) 


在 这 里 ma ai esi 分 别 表示 1, 7ayes 的 支 量 .这 些 都 是 ,wb 的 可 
微分 画 数 .如 果 把 这 标 形 嫉 es 轴 的 周 图 旋转 一 个 角度 96， 那 未 把 
J 移 到 这 样 得 到 的 标 形 的 变换 决定 于 


w! 一 0 (%, v) mre bs (w, 2) 9 


其 中 已 伍 
cosg 一 snO 0 
(ci -| sing cos0 0 ) (3.20) 
0 0 1 
因此 , 短 
Gay, 0, 0) =bi(y, v)em(0) ， 
Ci (4 2 0) =b, (wu, »), } (3.21) 
就 获得 把 Bo 移 到 所 论 标 形 族 的 变换 
0 = tk i, 
从 此 可 见 , 这 些 标 形 间 的 相对 支 量 是 从 (8:21) 代 大 
加 他 一 —@indasr, 
i= nday | (8.22) 


以 后 得 出 的 关于 wo,0 的 Pfaff 形式， 
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关于 这 些 标 形 的 一 族 只 要 注意 到 ez，ea 接 成 在 点 (ww, 2) 的 
切 平面 , 便 看 出 


Cd 一 aiel 十 caea， 
de ~ Claea 二 + (01383， (8.28) 
de8s = — wi1ge1 十 was83， 
de8s = — W1881 — Was6s. 
在 ol ww 之 癌 成立 了 的 车 构 石 程 (2.25) ，(2.26) ， 郎 使 awx， 
4 受到 象 (3.21) 一 类 的 限制 也 仍 成 立 ， 现 在 , 取 其 中 一 个 
@ 一 [wkcan] (3.24) 
来 讨论. 从 ws 一 0 看 出 ,这 些 方 程 变 为 
ai 一 [wawai] 9 
@2 = [wi012] ， 
0= [wiw1s1 十 [osmwss] 。 
应 用 Qartan 引 理 到 这 里 的 第 三 式 , 便 得 到 下 列 关系 : 
cls 一 COO1 十 Dao3， } (8.25) 


Ca3 一 br 十 Coa 。 


同 曲线 葵 的 Frenet 标 形 一 样 ,在 曲面 上 的 各 点 应 该 唯一 地 确 
定 同 曲面 最 密切 关联 着 的 标 形 ; 在 这 之 前 思 用 上 述 的 兰 参 数 的 标 
形 来 叙述 几 件 可 以 简单 讨论 的 事项 . 

设 丸 是 在 点 X 的 切 平 面 上 的 点 ; 因为 尽 一 X 必 垂 让 于 es 而 
且 反 过 来 也 成 立 , 所 以 这 切 平 面 决定 于 五 程 

es (入 一 X) 一 0. (3.26) 
此 式 的 左边 一 般 地 表示 从 空间 的 点 卫 向 着 在 XxX (w, wo) 的 切 平 面 所 
引 的 垂 线 段 的 长 。 
发 曲 洛 
uut), 0 一 4 人间， aot<b (3.27) 
通过 点 对 @, ;方便 上 ,把 这 点 的 对 应 参数 t 的 值 仍 旧 用 t 来 记 ， 
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那 末 
A TOE ONION 7 4 十， 
从 而 由 这 点 向 着 切 在 面 (3.26) 所 引 秋 入 自 的 长 决定 于 
es (文人 4 十 丈 -全 十 … -). 
可 是 
文 一 1 十 3 63， 
所 以 


es 文 一 0, 
在 这 里 们 + ， 计 2 表示 把 (8:27) 和 任意 的 9( 人 六 代 到 Pfaff 形式 ol， 


os 中 去 的 式 子 ， 双 当 计 算 es 关 时 ,区 中 的 elyes 两 项 与 es 的 数量 
积 各 等 于 0, 如 果 用 [*] 表 示 这 项 , 便 有 


__ 1 de wa ee 
dH mt + [*] 


(af alg Wa coas x 
(全 Er )es+ 0]. 


因此 ,从 (3-25) 得 到 
es( 文 4 十 关 - 和 十- -) 


2 3 
一 ys 二 0 -4 十 高 区 项 ， (8.28) 


设 此 是 充分 小 量 , 辆 水 二 太 , 那 末 从 点 工人 十 gu o 十 do) 向 着 在 
点 了 (ww, 9) 的 切 平 面 所 引 的 垂 线 段 的 长 的 二 倍 ， 把 高 欢 的 项 略 去 
不 计 , 恰恰 是 
CC 十 25caaa 十 cc (3.29) 
我 们 称 此 式 为 曲面 的 第 二 基本 微分 形式 。 也 可 改写 为 
@sd’ X= 一 ddes=Clsol 十 aas。 (3.30) 
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这 个 二 次 形式 在 曲面 论 里 也 是 很 重要 的 . 

第 二 基本 形式 不 一 定 是 正定 值 。 其 至 所 有 条 数 都 是 0 的 情况 
也 会 发 生 。 方便 上 , 分 别 地 用 1, 开 来 表达 第 一 、 第 二 基本 微分 形 
式 ， 

在 曲面 的 一 点 的 切 平 面 上 ,关于 一 次 标 形 的 方程 

好 十 20z103 十 CO2 一 8 (3.31) 

(s 是 正 或 员 的 适当 的 实数 ) 表 示 了 在 这 点 的 所 请 Dupin 标 形 . 我 
们 引 这 点 的 切 平 面 的 平行 于 面 , 使 两 焉 面 非常 靠近 ,从 而 所 引 平 面 
和 井 面 具有 截 口 时 线 。 把 这 曲线 相似 地 放大 ; 当 截 口 的 平面 无 限 
趋 近 于 切 平面 时 , 这 放大 了 曲 芒 的 极限 就 是 Dupin 标 形 。 当 Dupin 
标 形 是 椭 图 时 , 称 所 答 曲 面 在 这 点 是 椭 图 地 弯曲 的 ,或 者 称 这 点 是 
曲面 上 的 实 图 点 。 这 时 候 对 于 充分 小 的 4t，(3.28) 式 的 右边 是 定 
值 。 曲面 在 这 点 的 邻 域 全 部 在 这 点 的 切 平面 的 一 边 。 当 Dupin 
标 形 是 双 曲 糙 时 , 称 所 论 曲 面 在 这 点 是 双 曲 地 帘 曲 的 ,或 者 称 这 点 
是 曲面 上 的 双 曲 点 。 这 时 候 对 于 充分 小 的 44，(3.28) 式 的 右边 有 
时 取 正 值 ,有 了 时 取 叶 值 , 所 以 曲面 在 所 认 点 的 邻 域 跨 在 这 点 的 切 平 
面 的 两 边 。 用 切 平面 的 上 下 倒 的 平行 平面 分 别 地 作出 各 平面 与 曲 
面 的 截 口 曲 太 ,而 县 把 它 正 射 影 到 切 平 面 上 去 ,这 两 曲 镶 大 到 泊 做 
于 两 条 以 二 直线 43 十 25z183 十 0 咀 一 0 为 渐 近 六 的 共 二 双 曲 米 . 


图 3.6 图 3.7 


双 曲 点 的 邻 域 具备 马 芍 形 , 所 以 有 鞍点 的 称呼 。 也 可 以 看 作 
象 岭 背 的 点 。 
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为 了 Dupin 标 形变 为 本 圆 或 双 曲 和约 的 条 件 , 明显 地 分 别 是 
4 一 02>0， <0. (3.32) 
另外 , 当 Dupin 标 形 不 是 椭 图 , 又 不 是 双 曲 药 时 , 称 曲面 在 所 
花 点 是 抛物 地 弯曲 的 ,或 者 称 所 给 点 是 抛物 点 。 这 时 候 ， 
ac 一 03 一 0. 


因此 ,如 果 azi 二 26bw1w2 十 cm3 的 系数 中 有 不 等 于 0 的 ,此 式 变 为 一 


次 式 的 东方 。 从 而 , Dupin 标 形 是 两 条 
在 行 直 入 ， 而 且 曲 面 在 这 点 的 邻 域 也 全 于 三 
在 切 平面 的 -一 边 。 


但 是 ， 系 数 4，8， ec 可 能 全 等 于 0 图 3.8 

的 。 这 时 候 , 从 曲面 上 的 所 论点 X 的 邻 域 的 一 点 向 点 并 的 切 平面 
所 引 垂 线段 的 长 是 oiyos 的 三 次 式 , 或 者 当 它 的 系数 也 全 是 0 时 ， 
是 四 次 式 ， 等 等 。 所 以 按照 这 里 的 首 项 的 次 数 和 其 标准 型 曲面 在 
点 对 的 邻近 可 以 有 种 种 

的 形状 . 
图 3.9 是 Dupin 标 
形变 为 三 次 曲 蕉 的 一 


NN 
例 ， 这 就 是 三 条 路 会 合 
于 擒 背 的 一 点 的 情况 。 


球面 、 燃 球面 和 本 

图 3.9 图 的 抛物 面 仅 由 椭圆 点 

租 度 , 单 叶 双 曲面 . 双 曲 的 抛物 面 仅 由 双 曲 点 租 成 ,加 柱 面 、 回 锥 而 
则 仅 由 抛物 点 租 成 . 


在 曲面 的 一 点 xX, 2) 的 切 平 面 上 对 
应 于 (6w, 62) 的 方向 要 和 在 XX (we 十 du [deel 
9 十 dv) 的 切 平面 平行 ,条 件 是 :方向 

X= XOU+ XD (3.33) 图 3.10 
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要 满足 


(es+des)6X=0, 
这 式 可 改写 为 
de:-.8x 一 0， (3.34) 
所 以 从 (3-28) 代 和 人 的 精 果 ， 
(~ is (9) €1— w3a (4) ea) (ol (8)el 十 as(6)83) =0, 
部 als (dg) or(8) + wa (d) wa2(0) 一 0. 
从 (3-25) 代 天 此 式 , 便 得 到 
aw1(d) w1(6) +b {wm (d) wa (0) 十 of(3) wa (a)} 
+cwa(d) os (3) =0, (3.35) 
这 个 条 件 关于 qd, 6 是 对 称 的 。 所 以 在 点 (ww, 9) 的 切 平 面 上 对 应 
于 (dw，dv) 的 方向 和 在 X(w 十 Sw，v 十 6v) 的 切 平 面 也 是 平行 的 。 
称 这 样 在 曲面 的 点 X(w，v) 具有 这 种 关系 的 两 个 方向 (du ，oo)， 
(6w, 62) 为 共 赵 方向 . 
容易 看 出 ， 所 谓 共 二 方向 是 在 普通 平面 解析 几何 的 意义 下 关 
于 Dupin 标 形 的 互相 共 顿 的 五 向 。 
在 曲面 上 取 曲 多 , 它 是 由 
WU=ut), v=2(t), Cs 和 去 (3.36) 
表达 的 。 我 们 考察 %, v 都 是 的 可 微分 的 一 种 曲 炎 . 
现在 假定 在 曲名 0 上 的 每 一 点 的 密切 平面 和 曲面 的 切 平 面 重 
合 一 臻 ,为 求 出 这 时 所 要 的 条 件 , 设 C 的 方程 是 (3:36) ,从 (3.30) 
看 出 在 C 的 每 一 点 密切 平面 要 恒 重 合 于 曲面 的 切 平 面 的 条 件 是 ， 
沿 这 条 曲 嫉 恒 成 立 
lo13 十 03033 一 0， 
序 do1 十 20cros 十 co 一 0. (3.37) 
凡 在 0 的 每 一 点 的 审 切 平面 和 了 曲面 的 切 平 面 重合 的 曲 比 ， 称 
为 主 切 曲 午 或 淅 近 曲 烤 . 
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上 式 的 左边 关于 or os 是 二 次 形式 .从 初等 代数 的 二 次 方 
程 有 关 的 知识 容易 了解, 如 果 
b?—ac<0, (8.38) 
那 未 满足 上 式 的 实数 wi :os 就 不 存在 ;相反 ,如 果 在 曲面 上 的 某 部 
分 成 立 了 关系 式 


0 —ac>0, (3.39) 
那 末 仅 在 这 部 分 邹 仅 在 双 曲 点 和 抛物 点 所 租 成 的 部 分 存在 主 切 曲 
线 ， 并 且 使 人 :37) 成 立 的 ai:os 答 出 了 作为 Dupin 标 形 的 双 曲 
条 的 浙 近 黎 的 方向 ,其 至 两 条 平行 直 故 的 方向 . 
现在 , 从 (38.23) 容易 看 出 oz, ws 仅仅 是 dw, dw 的 米 性 租 合 ， 
它 的 系数 是 w, 2， 0 的 画 数 ， 但 如 果 采 用 前 述 的 标 形 Xmmses， 便 
成 为 仅仅 %,% 的 画 数 ， 这 样 一 来 , (38.37) 式 变 为 
了 ds 二 2H dado 二 和 do 一 0 (8.40) 
的 形状 (KL, 及, WV 单 是 4% wv 的 丽 数 )。 当 如 一 gc 之 0 时 , 从 几何 方 
面 明显 地 了 解 ?一 LN 宇 0, 从 而 二 次 式 可 分 解 为 du, dv 的 灾 条 
数 的 两 个 一 次 式 ， 现 在 设 其 中 一 个 是 
Al, du Blu, v)dv=0, 
如 果 了 0, 便 可 改写 它 为 
dv _ A(ly, ») 
au Bly, v)” 
所 以 (8.40) 表示 两 租 一 阶 常 微分 方程 ， 在 微分 方程 论 时 成立 下 列 
定理 : 
定理 设 (A) f(w,9) 在 舍 域 D: 0<4 一 wo<o,|y 一 yo|<<5 是 
单 值 连 秆 画 数 , 而 且 |f (%, y)' < ; 
(B) 关于 了 的 (2, 9) ，(z, 成 立 Lipsehitz 条 件 : 
fw, 9) 一 Po 2) | <Rly—2) 
(6 是 和 ww, yy, ?无 关 的 常数 )。 那 末 ， 
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oy 
Co 了 (7 y) 
的 解 y 一 由 (o) 在 
0 委 2% 一 ao 天 co 一 min (c, 动 ) 


唯一 地 存在 ,并 且 在 这 区 间 里 是 加 入 的 。 

应 用 上 述 定 理 , 便 得 到 : 在 曲面 上 人 一 ze 关 0 的 部 分 作为 微分 
三 程 (3.40) 的 解 的 曲 蔗 "一 2 (ww) 一定 存在 ， 

对 于 此 曲 威 (8.37) 恒 成 立 , 所 以 它 是 主 切 曲 线 . 

【习题 】 

1. 单 叶 双 曲 面 \ 双 曲 的 抛物 面 等 一 类 的 曲面 上 , 都 有 直线 存在 着 ; 证 明 
这 些 直 和 线 是 主 急 昌 线 ， 

2. 把 一 个 圈 炒 其 一 切线 的 周围 旋转, 试 求 所 生成 的 环 面 的 主 切 曲线 ， 


3.3 法 曲率 .frenet 标 形 的 决定 


考察 一 条 通过 曲面 的 一 点 X(w,?) 的 曲 克 0Q, 设 它 的 Frenet 
标 形 是 X6162t3， 在 Ww, 0) 的 切 平 面 上 改 7 是 垂直 于 扣 的 单位 
向 是 ,并且 上 种 ， my，es 要 构成 一 个 右手 制 。 在 平面 (7，es) 上 从 es 向 
9 回转 的 右 向 取 作 为 正 向 ， 而 改 由 是 对 人 (lesb3) 加 上 正 员 符号 的 
角度 。 这样 一 来 ,就 成 立 


ea 一 cogs $8s+ COs ( 中 -入 ) 


=C08 由 .es 十 sin pen, (3:41) 
现在 考察 C 的 曲率 向 量 xX"', 它 是 
x" 一 AS) Ea, 
从 而 
X=h*n+ hesy 
式 中 
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k=E(s)sin 中， } (8.42) 
b=Ek(s) cos gs. 

是 xX" 在 切 平 面 上 的 正 射影 , 称 宪 为 0 的 测 地 曲率 。 厂 是 xX" 在 
曲面 的 法 粮 上 的 正 射 影 ， 称 它 为 所 认 
曲 嫉 的 相对 曲率 . 

关于 测 地 曲率 将 在 后 文 叙述 ， 在 
这 里 要 讨论 相对 曲 奉 。 因 为 4cos 史 
一 6sX ， 从 (8.30) 得 到 


Ek(s)cos $= 也. (3.43) 


图 3.11 


由 此 可 见 ， 耻 -是 和 一 阶 标 形 的 选择 无 关 的 。 还 可 看 出 4)cos 由 
的 值 仅仅 和 在 点 x (w, 0) 的 曲 各 方向 有 关系 ， 就 是 说 : 它 对 于 具有 
同一 切入 方 向 的 所 有 曲 简 都 取 同 一 值 . 
可 是 , 我 们 已 经 假定 了 5 (8) >0, 所 以 上 式 右边 的 正 于 央 定 于 
角 哨 的 独 印 ， 现 在 ,用 曲面 法 各 和 0 的 切 礁 所 成 的 平面 来 截 荐 曲 
面 ,对 其 截 口 曲线 C* 的 曲率 御 径 按 照 上 式 右边 的 正 革 而 添加 正 号 
或 喘 号 , 也 就 是 :如 果 0* 是 向 es 的 五 向 四 进 ， 定 为 正 号 ; 而 相反 ， 
如 果 凸 出 ， 就 定 为 盈 号 。 发 这 样 添 
加 了 符号 的 曲 棕 牢 径 是 玉 ， 那 未 成 
立 关系 式 
h(s)cos 由 一 走 . (3.44) 


称 元 为 对 于 曲面 上 的 所 验方 向 的 
法 曲 奉 . 
图 3.12 曲 粮 0* 的 曲率 中 心 是 X 十 Res， 
它 在 曲 米 0 的 密切 下面 上 的 射影 是 
R(esés) = Reos p=p, 
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所 以 这 就 是 C 的 曲率 中 心 工 十 pts， 因 此 ,得 到 

定理 (Meusnier)” 讼 在 曲面 5S 上 的 点 XWw, 切 通 过 曲面 法 线 
的 平面 和 的 截 口 曲线 是 CO*， 并 且 在 x(w, vo) 和 0* 相 切 的 S 上 
的 曲 黎 是 C, 那 末 以 0* 的 曲率 中 心 十 Res 为 中 心 ， 以 | Bi 为 后 
径 的 球面 与 COC 在 X(w, 2) 的 密切 平面 相交 于 CO 的 审 切 图。 

在 曲面 上 的 一 点 X 对 应 于 方向 ol:os 的 法 曲率 决定 于 


工 gwt+2bowwat cw3 45 
ER cf 十 co3 (3.45) 


当 wi: wa 即 在 点 并 所 引 曲 面 的 切线 三 向 变动 时 ,一 般 地 霹 的 


值 要 改变 ， 
现在 将 求 出 使 这 值 变 为 极 大 极 小 的 切线 石 向 和 泡 的 极 大 极 小 


值 ， 为 此 , 对 于 每 一 切线 方向 置 二 + 一, 上 式 变 成 
二 (+ —a+2bh+eh?, (3.46) 


关于 导 微 两 边 ; 因为 去 是 太 的 画 数 , 它 取 极 值 的 条 件 是 


到 一 5 十 oj (3.47) 
两 边 乘 有 , 再 从 (3.46) 边 边 相 减 , 便 得 到 
元 =a 十 矶 (8.48) 


从 最 后 两 式 消去 坪 , 我 们 获得 对 于 答 出 极 值 的 方向 的 条 件 


(g++ bh=5+eh, 
到 
b+ (Cc—o)h— bh—0., (3.49) 


这 是 关于 大 的 二 区 方程, 所 以 只 有 两 根 ， 赴 应 当 有 最 大 值 和 最 小 
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值 , 而 且 以 这 些 值 为 法 曲 雁 的 切 萎 厂 向 应 当 存 在 ,从 而 (3.489) 应 当 

有 实 根 .实际 上 ,从 写 的 刊 别 式 是 《一 0) 十 4 >>0 这 一 事实 也 可 

了 明了, 

在 点 ，(3.49) 式 的 解 加 , hs 所 表 的 方向 ， 称 为 在 点 的 曲 

率 方 向 . 当 在 曲面 的 曲 科 上 宪 的 切 粮 方向 恒 成 为 这 切 点 的 曲率 方 
向 时 , 称 这 种 曲张 为 曲率 线 。 写 是 以 微分 厂 程 

2ox 二 (ec 一 Coaloas 一 Do 一 0 (8.50) 


为 其 特征 的 
如 果 从 (3.47)，(3.48) 消去 便 可 求 出 在 点 对 的 法 曲率 的 
极 值 , 所 以 它 决定 于 


X 十 es 
x 
芝 x 
XTRe XK+R20s X+ Res 
X+ Rue 


图 3.13 
4a- 二 b ， 
1 vy 
b 2 一 融 
郎 
1 ate 2 
了 政 二 ac 一 52? 一 0 


的 极 . 设 这 二 次 方程 的 两 根 是 万 -， 房 -， 从 根 与 系数 的 关 杀 看 出 


_ TI ITIL_ 
五 五 
3 | (8:51) 


下 , 瑟 分 别 地 称 为 曲面 的 Gauss 曲率 和 中 曲率 , 它们 都 是 很 
重要 的 量 。 称 己 , 五 为 主 曲 率 守 径 ， 

在 曲面 上 的 每 一 点 一 阶 标 形容 有 弹 法 入 向量 es 的 旋转 ,所 以 
有 无 穷 多 一 阶 标 形 。 如 果 能 够 从 其 中 抽出 和 井 面 在 几何 学 上 特别 
有 密切 关联 的 唯一 的 一 阶 蒜 形 的 话 , 那 末 在 各 点 选取 这 种 标 形 ,就 
可 能 使 这 些 标 形 的 相对 支 量 成 为 表达 曲面 的 几何 性 质 的 草 了 . 

从 上 面 的 考察 我 们 看 到 了 在 曲面 上 的 每 一 点 使 包含 法 烁 在 内 
的 不 面 和 曲面 的 截 口 曲 线 的 曲率 元 变 成 极 大 和 极 小 的 方向 ,一 般 
地 各 有 一 个 ， 寿 且 这 两 太 向 互相 牌 直 。 所 以 把 @ 取 在 极 小 方向 ， 
ea 取 在 极 大 方向 ， 把 法 矿 单 位 向 量 es 这 样 选 定 , 使 这 些 向 量 租 成 
右手 制 ;这 个 标 形 Keleses 在 点 X(w, 2) 应 当成 为 和 曲面 最 有 密切 
的 几何 关联 的 标 形 。 我 们 也 不 妨 取 ea 于 极 大 五 向 ， 取 es 于 极 小 
方向 。 我 们 不 必 去 类 分 这 个 差别 ， 只 使 @1, es 分 别 指 向 法 曲率 的 
极 值 的 石 向 ，eieses 形成 右手 制 就 够 了 。 称 标 形 Xeieses 为 曲面 
的 Frenet 标 形 、 这 样 一 来 ， 如 果 xzeleses 是 Frenet 标 形 ， 那 末 
X( 一 81) (一 83) 683, X68s( 一 81)8s，X( 一 6s) 616; 也 都 是 Frenet 标 
形 . 但 是 ,在 曲面 上 的 一 点 选 定 这 些 标 有 形 中 的 随便 哪 一 个 ,而 在 其 
他 的 点 只 须 做 出 同 它 成 为 连 入 集 的 保证 ， 那 末 在 这 样 的 四 个 标 形 
中 应 芯 采 用 哪 一 个 ,在 每 一 点 就 会 唯一 地 确定 下 来 。 

以 下 , 这样 构 成 连续 集 的 Erenet 标 形 族 , 简称 为 Frenet 标 形 
族 . 

上 面 所 迟 只 不 过 是 关于 一 般 点 的 情 妨 ,也 是 有 例外 的 ， 这 个 
例外 在 无 沦 通 过 法 各 的 截 口 的 平面 怎样 选择 而 去 总 是 一 定 的 情 纹 
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下 :, 即 在 
a=c, b=0 (3.52) 

的 点 发 生 。 称 这 样 的 点 为 脐 点 。 容 易 看 到 ， 所 谓 瞳 点 是 在 这 里 
Dupin 标 形 变 成 图 或 高 次 曲 米 的 一 类 点 ， 在 这 种 点 任何 一 阶 标 形 
都 可 以 看 成 Frenet 标 形 . 

在 Frenet 标 形 下 采用 法 曲率 的 极 小 和 极 大 方向 为 el, es， 可 
是 ei 方向 决定 于 os 一 0, 而 es 方向 决定 于 w1 一 0。 所 以 在 使 用 
”Frenet 标 形 的 情 比 下 ,曲率 米 的 微分 方程 (3: 50) 必须 和 
cica 一 0 


是 等 价 的 ,从 而 在 使 用 Frenet 标 形 的 情况 下 ,成 立 
b=0. 
很 明显 , 反 过 来 也 成 立 。 因 此 ，Frenet 标 形 就 是 使 Dupin 标 形 的 
方程 化 为 标准 型 
Co 十 co 一 e 
的 标 形 ,也 可 以 说 成 el, es 向 着 它 的 主轴 方向 的 标 形 . 

我 们 对 曲面 上 的 每 一 点 唯一 地 选 定 了 标 形 使 和 它 对 应 ， 这 样 
一 来 , 同 曲 米花 的 时 修一 样 ,在 其 相对 支 量 里 自然 地 出 现 了 表达 曲 
面 特征 的 不 变 式 ， 这 件 事实 成 为 活动 标 形 理论 的 有 效 的 依据 之 
一 。 此 外 , 这 个 方法 不 仅 在 欧 几 里 得 微分 几何 而 且 在 黎 曼 几何 和 
其 他 许多 几何 里 也 是 同样 有 效 的 . 

[习题 】 

1. 谢 在 曲面 上 的 椭 图 点 和 双 曲 点 , 主 曲 率 千 径 是 雇 ， Ry, 对 应 于 任意 方 
向 的 法 曲率 的 倒数 是 ,而 且 这 方向 和 对 应 于 Bl 的 曲 麻 方向 所 成 的 角 是 8， 
证 明 下 列 公 式 成 六 : 


工 _ eos30 + sin20 
R Bi Rs 


(Euler 定理 ) 。 
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2, 把 平面 曲线 图 枫 同 一 平面 内 的 一 直线 旋 寺 而 生成 的 曲面 , 称 为 回转 
面 。 称 原来 的 平面 曲线 和 对 应 于 各 回 塌 角 6 的 家 曲线 为 子午 线 , 称 原 来 的 平 
面 曲 线 上 的 点 给 回转 后 生成 的 图 为 平行 
咽 。 证 明 回 转 面 的 曲率 线 是 子午 线 和 平 
行 图 ， 

3. 在 有 心 二 次 曲面 的 参数 表示 


Gi (i— W) (Gi —») 
(Qi— 8);) (gi — Gp) 
(其 中 my aay as 常数 ) ， 证 明 参 数 曲 线 是 
曲 认 绚 . 图 3.14 表示 椭 球 面 上 的 曲 麻 阐 。 


二 土 3 和 1 大 龙 


3. 和 全 直 考 面 

我 们 到 现在 令 述 了 一 般 的 曲面 ， 但 是 作为 曲面 的 例子 或 者 为 
开展 曲面 的 一 般 理 花 提 供 的 手段 , 直 才 面 特别 是 拉面 是 很 重要 的 ， 
叙述 于 次 ， 


直 效 随时 间 i(a<t<0) 运 动 而 画 成 的 曲面 , 称 为 想 散 面 ,而 动 
直 糖 称 为 母线 。 例如 , 在 立体 解析 几何 中 学 过 的 单 叶 双 曲面 、 双 
曲 的 掩 物 面 车 柱 面 ` 加 雏 面 等 都 是 站 教 曾 。 特别 是 , 单 叶 双 曲面 
和 双 曲 的 抛物 面 都 是 有 两 套 母线 的 直 教 面 。 

在 直 教 面 上 也 应 当 可 以 同 前 节 一 样 地 采用 Frenet 标 形 来 开 
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展 它 的 理 葵 。 但 是 在 这 样 的 特殊 曲面 的 情况 下 , 因为 它 的 特殊 性 
或 许 有 更 方便 的 标 形 。 实 际 上 ,站 焙 面 的 母 儿 受到 单 参 数 的 运动 ， 
所 以 分 别 地 对 各 母线 或 许可 以 找 出 同 曲面 在 几何 上 最 有 密切 关联 
的 标 形 。 假如 是 这 样 的 话 ， 那 末 这 些 标 形 的 原点 所 画 的 曲 将 和 相 
对 支 量 应 当成 为 直截了当 地 表达 直 和 纹 面 的 几何 竹 质 ， 

在 这 里 为 了 决定 这 样 的 标 形 ， 向 决定 曲 入 和 一 般 的 曲面 的 
Frenet 标 形 时 一 样 , 我 们 可 用 几何 的 考察 作为 基础 。 但 是 , 为 要 
以 别 的 诺 式 显示 活动 标 形 理 葵 的 威力 ， 在 这 里 有 意 巷 地 避免 运用 
几何 方法 而 解析 地 进行 讨论 ， 来 天 明 怎 样 很 自然 地 达到 几何 的 对 
象 的 释 过 .活动 标 形 理 论 就 是 在 这 样 想法 一 般 化 的 基础 上 , 还 可 
适用 于 种 种 的 几何 图 形 ， 

我 们 谣 过 对 各 母线 要 找 出 同 答 定 的 直 e， 

禾 面 最 有 几何 的 密切 关联 的 标 形 ; 而 当 这 

种 标 形 的 原点 XX 在 母 粮 7 上 时 , 把 其 一 向 

量 ( 例 如 et) 选 在 通过 的 母线 上 ，, 这 是 当 2 一 
然 的 . 

更 在 , 设 对 动 母 米 都 已 标 好 方向 , 标 形 
Xelesaes 的 原点 X 在 母 粮 江上 , e 在 1 上 并 且 宅 的 方向 也 和 7 一 
禾 ， 在 这 种 标 形 中 单 是 原点 要 在 ! 上 的 ,和 两 个 参数 有 关 , 所 以 总 
数 和 三 个 参数 有 关 , 井 且 成 立 下 列 关 系 : 

0 一 oil61 十 aea 十 cses， 
de 一 orte6j，， oj 十 op 一 0。 

为 了 从 这 样 的 标 形 中 挑 出 辣 所 论 的 直 迷 面 特别 有 几何 关系 的 
标 形 ， 只 要 对 决定 标 形 的 无 穷 小 平 行 移动 和 无 务 小 旋转 的 支 量 
ol oj 葵 与 某 些 条 件 , 借 以 适当 地 限制 标 形 . 

如 果 考 察 同 Xexeses 在 同一 母 炎 7 上 具有 原点 的 其 他 标 形 


文 6.626;, 那 末 


图 3.16 


(3.53) 
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叉 一 叉 十 v81， 

61 =81, 

63 一 8zc0g0 一 essin0， (3.54) 

53 一 ea sin 0 二 escos0 
在 (3.58) 中 的 ol， os 一 般 地 是 三 个 变数 的 一 次 微分 形式 , 但 是 其 
中 也 有 仅 包含 必 在 内 的 ， 屠 就 是 当 t 固定 时 变 成 0 的 一 类 w， 而 
且 从 标 形 的 自由 度 具 有 (3.54) 的 形式 这 个 事实 容易 看 出 ,它们 是 
wa， ws， W139， 18， 我 们 现在 来 检查 这 四 个 对 于 变换 (8.54) 要 起 怎 
样 的 变化 ， 首 先 得 到 

d—dx+dvei+v dei, 
如 果 注 意 到 关于 (多, 6;) 也 成 立 (3.53) 的 同样 方程 ， 而 且 把 其 中 的 
Pfaff 形式 记 作 w， wu， 从 上 式 得 出 
WB, 一 olei 十 dovel 十 0(oiae3 十 lses) 。 
左边 可 以 写成 
lei 十 oa (ea C08 0 — @s sin 0) 十 os(essin0 十 escos0)。 

因为 两 边 的 ez，es 的 系数 相等 ， 


a COS 0 十 as sin 0= os 十 ?0013 9 


— ca Sin 0++ ws 009 0 = wa vg, 

把 这 租 看 做 以 oa， as 为 未 知 画 数 的 联 立 方程 粗 而 解 它 , 便 获得 
人 ee (8.56) 
ws — wa Sin Ot+ws co80+v (ws Sin 0 二 aascosD0) 。 

双 061 一 0ls53 十 cis5s 

一 la (eacos 0 一 essin 0) 十 ola(esygsin0 十 escos0)。 

可 是 61 一 81, 此 式 等 于 

de1 =~ W183 二 + Wis83, 


所 以 比较 ea, es 的 系数 , 便 得 到 


012 COS 0 十 als sin 有 一 coil3) 


3'4 直 炒面 TiI 
一 Oils Sin 0 + 1 C080 = wi1s, 
从 而 导出 
Ce (8.56) 
13 一 la Sin 0 二 wis COS 0., 
现在 从 上 面 所 述 的 依赖 三 个 参数 的 标 形 族 任意 取 定 和 t 一 章 
连 炽 地 移动 的 一 个 参数 的 标 形 族 , 记 它 为 Xe1e3e8， 这 样 一 来 ， 
i=pi(D dt wi—piy(t) dat, 
在 这 里 决定 这 样 的 0 全 (60) 十 w 也 可 以 ) ,使 
P12 (t) Sin 0+p1s(t) cos0 一 0 
成 立 ; 又 决定 的， 使 
Da (t) cos 0 (t) 一 Da (t) sin 0 0) 
+v{p12a(t) e080 (0) —p1s(t) sin00)}=0 
成 立 。 在 (38. 的 ) 里 用 这 样 的 z(t) , 9() 来 确定 标 形 6156268， 从 
(3.56) 3，(3.55)1 看 出 ,对 于 这 种 标 形成 立 
olis 一 0， ao 一 0. 
闯 足 这 样 的 条 件 的 标 形 , 称 为 让 教 面 的 了 renet 标 形 。 
重新 把 Frenet 标 形 写 做 yexeses, 那 末 
wa=0, wis=0, (3.57) 
容易 看 出 ， 除 此 而 外 变 成 Frenet 标 形 的 只 有 yei( 一 8s) (一 es) 。 
这 些 标 形 全 体 又 构成 连 苇 的 标 形 族 。 
Frenet 标 形 yeleses 的 每 一 个 对 应 于 各 母 粮 , 所 以 Yereses 单 
是 的 矿 数 ,从 而 
Wi1—PDi10 dt, ws—=%s(t) dt, 
W132 —P12a (6) dit, was—=pas (t) dt, 
假定 w1s 去 0, 而 且 王 
(三 al 一 Da (t) dt, (8.58) 
这 样 一 来 ， 
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w=| pC. (8.59) 
因为 在 6 志 t<5 里 Dia (办 关 0,2% 是 煞 义 的 单调 画 数 ， 所 羽 反 过 来 
可 以 解 出 (8.59)， 因 此 ,可 以 把 t 看 作为 的 画 数 ， 这 样 ,不 妨 写 
出 


ws=Ps (0 dt = 7 (0 dv. (3.60) 
同样 ,得 到 
cd 一 af 六 ae， ws=B (wav, (3.61) 
从 这 些 关 系 寻 出 


了 4 (3.62) 
所 © 
me 一 一 el 十 Bes 一 — Bes. 


a de 


这 是 对 于 直 禾 面 来 就 ,相当 于 Frenet 公式 的 式 子 . 

我 们 已 爸 作 了 wis 天 0 的 假定 ,但 如 果 w1s 一 0, 那 末 de1 一 0, 就 
是 母线 ! 在 酸 闻 + 的 方向 是 稳定 的 。 假如 不 
管 寺 的 值 笃 样 wj 三 0 的 话 , 所 论 的 直 教 面 是 
柱 面 , 

现在 ,要 讨论 对 于 直 和 纹 面 的 Frenet 标 形 
的 几何 意义 。 首 先 假定 两 母线 和 忌 的 公共 

图 3.17 壬 米 是 连 精 它们 上 面 的 点 了 (十 ve1(w)， 
了 (+vei(w) 来 决定 的 。 方便 上 丰 7 (全 三 了 , el (WW) 三 机, 要 做 公 
共 垂 攻 的 条 件 变 成 

(了 十 0 一 了 一 2el)el=0， 


(了 十 WB1 一 了 一 v81) 561 一 0, 
改写 之 ， 
(TF—y)e+d (eB) 一 0 一 0) 
(了 一 了 )51 十 0 一 0(ei6i) =0, 
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从 最 后 作为 关于 %, 4 的 联 立 方程 解 出 », 便 获得 


_ (一 ((@8161) 61— e) 
— (8161)? 


在 这 里 证 %=% 十 dw，, 并 求 当 dw->0 时 2 的 极限 值 。 为 此 , 考察 


tim [Ge 十 ye 他 二 [end 二 ， 
den0 一 《1 一 At 十 …) 


由 于 分 于 是 du = 灵 大 内 小 且 ， 分 母 是 二 次 ， 所 以 极限 等 于 0。 
因而 看 出 , 在 母线 1 上 的 Frenet 标 形 的 原点 
了 是 答 出 了 与 其 相 邻 母 各 的 公共 牌 粮 (最 短 
距离 ) 的 点 ， 称 这 样 的 点 为 母 绑 ! 的 中 心 , 称 
中 心 的 志 迹 为 历 线 。 这 是 好 象 把 一 捆 柴 痢 起 
来 的 绳子 的 曲 粮 ， 

腰 粮 有 时 会 稿 成 一 点 ， 这 时 所 有 母 科 都 
通过 一 个 定点 ,这 就 是 锥 面 . 

从 (3.62) 可 以 看 出 ,在 母 黎 红 的 中 心 了 图 3:18 
所 引 腰 入 的 切 炎 具有 wei 十 yes 的 方向 ， 如 果 称 这 直 粹 面 在 中 心 
y 的 切 夺 面 为 中 央 平 面 ， 那 未 就 可 以 说 : es 是 在 中 心 了 的 中 央 在 
面 法 线 单 位 向 量 ， 而 es 是 在 中 央 平 面 上 并 且 和 母 黎 ! 重 直 的 向 
量 . 

其 次 ,将 叙述 在 直 坟 面 的 Frenet 公式 里 出 现 的 一些 量 w, wa， 
BB, 7 的 几何 意义 ， 

决定 母线 方向 的 向 量 ex (w) ,在 单位 球面 上 夯 出 曲线 0", 这 是 
答 定 的 直 粹 面 的 球面 表示 。 因为 


很 明显 ,是 Cr 的 缴 长 . 
识 两 母 太 7(w) ,1G) 问 的 最 短 距离 是 4d; 因为 通过 7(w) 而 且 
和 1 全 平行 的 平面 决定 于 方程 ， 
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[XX—y() ew) er) |=0, (3.63) 
从 了 (0 向 这 平面 所 引 的 垂 线 的 长 等 于 44, 所 以 得 到 


4 了 (OO 二 了 CO ew) ew) | 
VV (©1(u) Xe1() 3 


侠 入 =w 十 4u, 从 Frenet 公式 (3.62) 容易 看 出 
分 子 =| (ael 十 yes) 4u 十 …，el，ea425 十 …| 
一 Y|el ea es| 4 十 … 一 7 2 十 …， 
分 峡 一 VTerx torTesdT 
= ~ (es Adu) = dw 
因此 , 1 (0 ,Zw 十 4w) 的 公共 垂 灿 的 长 4Q 决定 于 
4Ad=yAut+:… (3.65) 
可 是 如 上 所 述 久 是 答 定 的 直 蒋 面 的 球面 表示 的 红 长 ,如果 
w) 7 二 4 所 成 的 角 是 49， 那 末 
d4O 


(3.64) 


lim $=1, (8.66) 
所 以 从 (3.65) 获 得 
7 (0 —lim 多 (3.67) 


称 7 (0 为 配 分 参数 . 
现在 来 求 < 的 几何 意义 。 腰 炮 的 切线 


ael+?7es 是 


Nae 十 7Y8s，。 


设 它 与 母 六 81 所 成 的 角 是 ,很 明显 ， 


a=Y cot 中 (3.68) 
图 3.19 最 后 ,为 了 要 导出 8 的 几何 意义 , 取 直 较 
面 的 球面 表示 0*: ei(w) ,人 是 它 的 弧 长 ， 而 且 成 立 


c2e 
a 一 一 el 十 Ces 。 
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d?e1 


所 以 在 0" 的 点 % 所 引 球面 的 切 在 面 上 作 3 的 正 射影 , 因为 @， 


是 球面 的 法 线 , 等 于 6。 从 而 , 6 是 作为 球面 曲线 的 0* 的 测 地 曲 
牵 . 
直 教 面 上 的 一 般 点 是 由 
XV, oO) 一 了 (w) 十 oex (CD) (3.69) 


表达 的 ,所 以 
dx=dy+dvetvder 
一 (ael 十 vea 十 yes)adu -二 el do， 
因此 ， 在 点 (w, 2?) 的 切 平 面 是 由 el 与 a61 十 ves 十 Yes 所 撑 成 的 。 
很 明显 ,在 切 平 面 内 垂 让 于 el 的 单位 向 量 是 


?Vy (8.70) 
此 外 ,法 炎 向 量 是 
0 (8-71) 
方便 上 ,区 
6I 一 61。 (3.72) 
这 样 一 来 ,我 们 获得 
cdX 一 oO161 十 coae2) 《3.73) 
ol 一 at 十 加 ， oa 一 75 十 全 du (3.74》 
为 了 算出 dei, 从 
dei =de1= 6a du, 
0 (3.75) 
得 到 
Gei — w1282 -+ (1883, (3.76) 
v au —”Y du 


oa’ PT (3.77) 
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关于 


Vet Yes ) 
dos-dl /y+ 


的 演算 先 用 (3-62) 化 为 el，es，es 的 线性 租 合 ， 再 从 (8.70)， 
(3.71) ? (3.72) 表达 为 ei, e2， 63 的 线性 组 合 ， 
de2 = — W1981 十 (W2383， (8.78) 


式 中 


a 
{B03+0) oR du yao 


人 33 一 
少 > 十 人 了 


(3.79) 
在 这 里 功 
W183 —401 + Oa, 
coa3 一 ai 十 Ccoa% 
从 (3.74) ，(3.77) ，(3.79) 立 测 看 出 
-yy B+ +o T+ ay 
g=0, b= 3 CT (3.80) 
由 此 可 见 , 直 焙 面 的 Gauss 曲率 是 
K=ac—0= 


3 


Dr (3.81) 
因而 ,成 立 

定理 ”直入 面 的 Gauss 曲率 一 般 地 是 员 值 . (如 在 下 节 将 子 叙 
述 的 , 仅 限于 可 展 面 的 时 候 , 这 才 恒 等 于 0.) 


我 们 看 到 , 直 禾 面 的 第 二 基本 形式 是 


d 
{8 (y+ 十 9 一 ay | ae-27 du co 


C10018 十 (D020)38 一 . 
272 十 D2 


从 这 式 得 到 主 切 曲 粮 的 微分 方程 


aul {8 《7y2- 十 22) Tv 尝 一 ay |- 27 dn | =~0,. (8.82) 


34 直 较 面 17 
左边 第 一 因子 dw 一 0 表示 母 纯 本身 是 主 切 曲线 的 事实 。 
当 ?y=0 时 ,两 系 主 切 曲 线 重 合 为 母线 . 
当 ? 关 0 时 , 另 一 系 主 切 曲线 决定 于 微分 态 程 


2y 9 一 Bo 十 4 s+ By?—ay (8.88) 


的 积分 曲 米 2 二 2(w)。. 上 式 是 形 如 
dv 


BP + QO vt Re) 


的 所 谓 Riecati 型 微分 方程 ， 可 是 在 初等 微分 方程 论 里 成 立 
引 理 ” 设 Riccati 型 微分 方程 的 四 个 解 是 1 (w) ;V2 (w) V3CW) » 
V4 (%) ， 那 末 交 上 比 


V1 V3 .71 一 24 
03 一 03 Va Va 


同色 的 值 无 关 而 是 一 定 的 ， 
要 证 明 它 ,只 须 取 上 式 的 对 数 , 加 以 导 微 而 且 利 用 关系 式 
全 一旦 一 已 (十 2a) +20 


2 一 23 
就 够 了 ， 
应 用 这 引 理 到 (3.83) , 便 导 出 下 烈 定理 : 
定理 设 直 科 面 的 7 不 等 于 0, 那 末 它 的 母线 以 外 的 任何 四 
条 主 切 曲 粮 和 每 一 条 母线 相交 于 有 一 定 交 比 的 四 点 。 


图 3.20 图 3.31 
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在 单 叶 双 则 面 上 一 系 的 四 条 苹 炎 和 另 一 系 的 每 一 条 民生 相交 
于 有 一 定 交 比 的 四 点 。 这 性 质 在 二 欢 曲 面 脸 里 是 很 重要 的 。 象 单 
叶 双 曲面 、 双 曲 抛 物 面 一 类 的 二 次 曲面 有 两 系 母 秋 ， 而 在 宏 间 里 
不 相交 的 两 直线 1，m 上 为 了 要 决定 点 列 间 的 一 对 一 的 点 对 应 了 了 ， 
对 于 直线 1 上 的 任意 四 点 所 作 交 比 必 须 等 于 直 粮 mw 上 的 四 个 对 
应 点 的 交 比 ; 如 果 考 察 对 应 点 的 连 黎 ， 这 些 直 各 构 成 单 叶 双 曲面 
或 双 曲 抛 物 面 的 一 条 世贸 .如 果 在 对 应 人 下 1 上 的 有 限 位 读 
的 一 点 对 应 于 m 上 的 无 穷 远 点 (这 时 候 , m 上 的 有 限 位 置 的 一 点 
也 对 应 于 1 上 的 无 穷 远 点 ) , 所 论 曲 面 是 单 叶 双 曲面 ， 反 之 , 如 果 
! 上 的 任何 有 限 位 置 的 点 一 定 对 应 于 m 上 的 有 限 位 置 的 点 , 那 末 
这 曲面 是 双 曲 抛物 面 . 

如 在 程度 稍 高 的 解析 几何 里 所 述 ， 在 复数 空间 妇 以 复数 为 华 
标的 空间 里 考察 二 次 曲面 的 时 候 , 上述 的 事实 关于 椭 球 面 (特殊 情 
妮 是 球面 )、 椭 图 抛物 面 也 同样 成 立 , 所 以 在 射影 几何 里 提高 到 用 
它 作为 二 次 曲面 的 定义 这 样 重要 的 地 位 ， 

【习题 】 

1 在 直 教 面 上 一 条 母线 1! 上 的 各 点 的 切 平面 通过 1。 在 一 般 的 直 禾 面 
上 7 上 的 四 点 的 交 比 等 于 这 四 点 的 四 切 焉 面 所 成 的 交 比 ，(1 上 的 点 和 在 这 
点 的 切 平面 之 间 的 对 应 称 为 Chasles 的 对 偶 ,) 

2. 总 明 在 直 教 面 上 一 点 x 的 切 平面 与 通过 X 的 中 央 平 面 所 成 的 角 的 
正切 和 中 心 到 XxX 的 距离 成 比例 . 

3. 求 章 叶 双 曲 面 的 腰 线 。 

4. 当 任意 输 定 数 <(0 ,8(w) ,Y(w) 时 ,证 明 以 它们 为 直 税 面 的 Frenet 
标 形 有 关 的 Brenet 公式 的 承 数 的 家 教 面 一 定 存 在 


3-5 可 麻 面 
如 在 (8.65) 所 示 ， 直 秘 面 的 两 母 焰 7w) , 1(w 十 dw) 间 的 最 短 
距 病 决定 于 7 (Ww) Jw 十 …, 一 般 地 它 是 4u 的 一 次 无 旁 小 量 。， 如 果 


3:5 可 展 面  ig 
它 是 二 次 无 穷 小 量 , 那 末 这 种 曲面 就 是 使 
? (wo 二 0 
的 曲面 在 直 科 面 中 必定 是 特别 显著 的 ,所 以 下 面 来 讨论 它 ， 
由 于 

了 Ge 上 40 -了 (DO ev) ett ho) | 一 7 42 十 … 
对 于 柱 面 、 铁 面 当然 y (w) 三 0 成 立 。 在 一 般 的 情况 下 , 点 (is) 画 
腰 线 ; 从 Frenet 公式 (3.62) 得 到 


(3.84) 
-一 一 一 一 61 十 es， 


一 一 Ce:. 


这 里 第 一 式 表 示 el 是 腰 线 的 切线 。 可 是 为 了 考察 (8.84) 式 和 
了 ( 罗 作 为 空间 曲 粮 的 Frenet 公式 ， 即 


oY 一 如， 


a 
i 一 8， 


es 一 一 入 十 wés， 


(3.85) 


dés = 3- 
ds wéa 图 3 从 


之 问 的 关系 ， 注意 到 @1, 所 都 是 单位 向 量 ， 所 以 当 adw 是 正 时 ， 
61 一 而 ( 当 adw 是 员 时 ,改变 母 秋 的 方向 ) ,从 而 

adu=ds, (83.86) 
这 样 ,从 (3:84)3, (3.85)s 得 到 es 一 $s。 因此 看 出 6€3 = és,du—hds. 


另 一 方面 , 发 40 是 在 点 9 s 十 4 的 切 太 所 成 的 角 ,下 一 -只 ， 所 以 
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看 出 
du 一 d0， (3.87) 
把 它 代 大 (3-86) , 便 有 a 一 二 再 从 (3.84)s，(8 85)s 得 到 
£(—e1+Bes) = — held wes, 
所 以 B 一 元 ， 

这 样 一 来 ,所 论 的 在 科 面 不 过 是 宏 间 曲 六 的 切 粮 画 成 的 曲面 . 
同时 还 看 到 , (3 8 作 是 把 空间 昌黎 的 Frenet 公式 不 用 驱 长 s 而 用 
参数 (=0+0) 来 表达 出 来 的 娃 果 , 称 这 样 的 曲面 为 切 禾 曲面 . 

很 明显 , 反 过 来 , 宏 间 曲 入 的 切 次 曲面 恒 是 y=0 的 直 教 面 . 柱 
面 、 锥 面 和 切 名 曲面 总 称 为 可 展 面 或 撞 曲 面 ， 有 了 时 称 非 可 展 的 直 
焙 面 为 妊 曲 面 . 

现在 要 检查 切线 曲面 郎 空间 曲 薰 的 切线 所 画 成 的 地 面 在 这 答 
定 曲 线 的 邻 域 中 的 曲面 形状 . 

以 粹 定 曲 灶 的 弧 长 为 参数 表达 它 ， 

了 一 了 (8); 
切线 曲面 上 的 动 点 工 是 
X(s, t) =y (8) 十 丰 1(3) 。 《8.88) 
为 了 检查 这 切 黎 曲面 在 答 定 曲 禾 上 一 点 分 域 的 形状 ， 取 所 论点 为 
量 弧 长 的 起 点 (8= 0) ,而 且 把 曲面 的 方程 展开 为 , t 的 短 科 数 ， 
X(s,t) =—=X(O0, 0) 十 和 Cs 十 习 人 
十 于 (XZg8? 十 2X8486 十 入 R62) 十 …， 


式 中 Xt, X? 等 等 表示 xX,, X: 等 等 在 3 一 0, + 一 0 的 值 ， 可 是 
Xs= + hifa, Ki—61, 
Xss—= — BE (+E) Est bavtés, 
Ks — kia, Xii—0 
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等 等 ,所 以 容易 算出 x?, X? 等 等 ,而 得 到 

X(0, 0) =y(0), 

xX, —X?—é1(0), 

Xs —Xs—%(0) Ea(0), XH=0 

Xs — Xs ~ — bh (0) £1 (0) + @) é3(0) -+E(0)w (0) £3(0), 
因而 ,把 4(0) , #'(0) 等 等 写成 加, WW 等 等 , 便 导 出 

X(s,t) =y(0) +261(0) 十 za5a3(0) 十 sa5s(0)， 


式 中 
hs bs 
sti 一 -6 3 十 …， 
一 hot 二 他 十 一 一 名 8 十 … (3.89) 


Kowo kowo gS2f 十 
Z3 一 一 6 8 十 一 可 t+ 


(3.89) 式 就 是 关于 了 (0) 的 Frenet 标 形 把 切线 曲面 在 了 (9) 的 邻 
起 表达 出 来 的 方程 
如 果 用 和 葵 定 曲 龙 在 (09) 的 法 平面 来 截断 曲面 , 它 的 截 口 曲 丝 
是 
入 一 8 十 +t 十 '… 一 0, 
把 这 个 s, t 的 关系 代 进 za,%s 里 , 截 口 曲 


黎 是 由 参数 方程 
3 
加 一 一 一 …， 
howoss ,.. 
Zs 3 十 图 3.23 


表达 出 来 的 . 如 果 如 到 0, wo 天 0, 这 曲 徐 是 以 原点 了 (0) 为 尖 点 ,而 
以 轴 为 其 切 禾 的 则 嫉 , 所 以 答 定 的 曲 米 在 其 切 钱 曲面 上 象 刀刃 
一 样 形成 尖 旬 的 楼 炎 。 因 此 , 称 葵 定 的 曲 粮 为 其 切 太 曲面 的 奉 姥 . 

我 们 甬 浆 用 (3.81) 答 出 直 科 面 的 Gauss 曲 牵 。 从 此 可 网, 可 
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展 面 的 Gauss 曲率 是 0， 反 过 来 也 成 立 ， 就 是 

定理 ”可 展 面 的 Gauss 曲率 是 0。 反 过 来 ，Gauss 曲 雁 等 于 0 
的 曲面 是 可 展 面 . 

在 这 定理 的 后 竺 里 显著 的 是 ,并 没有 把 假设 襄 成 “Gauss 曲率 
等 于 0 的 直 焙 面 "。 假 设 洛 宽 , 诈 明 则 登 长 ,下 面 将 述 其 证 盟 ， 

设 所 论 曲 面 的 第 二 基本 形式 是 


aw? | 20%1003 十 C02 
由 于 
K=ac—06=0, (3.90) 
枉 系 主 切 烛 线 重合 一 致 ， 从 
wo:b=b:6 
看 出 两 微分 形式 


oli1a 一 GO 十 Daoa， 
aas 一 Daol 十 cms 
成 比例 ;把 它 早 为 0; 
col 十 ba 一 0， (3.91 1) 
便 和 给 出 主 切 曲 线 系 。 现在 取 定 这 系 为 参数 曲 缕 % 一 const, 很 明显 
地 这 两 形式 变 为 
Wis™—C13du, ss 一 Cas0u。 (3.92) 
其 次 ,选取 参数 曲 黎 0 一 const 使 与 上 述 的 v 一 const 的 曲 禾 
系 构成 直 交 曲线 系 , 郭 直 交 系统 ， 这 样 ,由 于 
E=x:, F=0, GQ=xX?, 


可 以 取 定 
Xi, » 
9 8 一 7 他， (3 93) 
从 而 
Cd = W101 十 Way y 
_ 3.94 
w=\B du, "aa | ( ) 
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如 上 所 述 ,选取 了 参数 昌 黎 之 后 , 主 切 曲 嫉 的 微分 方程 是 
dw=0 序 ow?=0, 
所 以 6 一 0,c 一 0, 从 而 看 出 
em 
可 是 把 (8-95) 代 和 估 千 构 方 程 
aiz 一 [alsws3] ， 
cls 一 [eolawss] ， | (3.96) 
sa 一 [calls] 
的 第 三 式 , 假 如 cis 去 0, 就 看 到 
[wa du] =0, 
Cl13 一 C13 du, (3.97) 
又 把 这 式 代 入 (3.96)1, 得 到 
[aels cz] 一 0， 
所 以 cla 单 是 4% 的 落 数 。 同样 ,把 (38.95) 代 大 (8.96)s, 便 有 
Ldess du] 一 0， 
就 是 悦 ，eais 也 单 是 世 的 机 数 ， 
从 以 上 的 事实 首先 导出 , 主 切 曲线 都 是 直线 、 实 际 上 ,从 
deas 一 一 Cl Aue 
可 见 ，es 单 是 汉 的 画 数 ; 证 4 一 const， 那 未 4d 二 wa8a， 所 以 它 是 
4 曲 帮 的 切入 向 量 。 因 此 ,所 论 曲 面 是 直 才 面 。 
我 们 便 沟 把 c1s 二 0 的 情 交 除外 ,但 是 ,如 果 c1s 一 0, 那 末 
dX — w161+ W063, 
de8i1 一 W1263， des 一 一 W1281, des 一 0， 
所 以 所 论 曲 面 实际 是 平面 或 者 其 一 部 分 。 这 当然 是 柱 面 的 特殊 情 
丸 . 
现在 重新 加 到 cis 克 0 的 情 娘 ， 把 (3.94) 代 入 精 构 方 程 
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1 = [wavwai] 》 02 一 [waoza] 9 
就 有 
(VE dw)’'= — VG cntdv du], 
(vB), 一 一 /Geua。 (3.98) 
在 这 里 考察 一 点 : 十 和 (4, 0) ea; 我 们 算出 
( 民 十 ea) 一 开 十 入 sea 十 和 eav 
一 (\W 百 一 Ne)el 二 Xea。 
假定 es 才 0, 寿 且 选取 
AC19 一 VE, 
那 末 
入 :C12 = (VE),. 
从 这 式 和 (3.98) 得 到 
,十 \/ 弛 一 0， 
因此 ， 
(X+NAe) ,= XNves 和 C2 
— (VC 二 Xes 一 0， 
当知 关 0 时 ,这 表明 了 点 开 十 Xes 单 是 双 的 画 数 , 从 而 画 一 条 曲线 ， 
而 其 切线 是 主 切 曲 村 一 const。 所 以 我 们 所 论 的 曲面 是 以 曲线 
和 十 Xes 为 奉 线 的 切线 曲面 。 当 和) 一 0 时 , 宅 是 以 定点 对 十 和 68; 为 顶 
点 的 钠 面 
如 果 cs 二 0, 那 示 des=0， 所 以 es 是 定向 量 ， 从 而 这 时 的 曲 
面 是 柱 面 . 

【习题 】 

1. 设 空间 曲线 C0 的 切线 曲面 被 0 在 点 s 的 密切 平面 所 截 而 生成 一 条 
平面 曲线 C*， 证明 C0? 在 点 s 的 曲率 hk* 与 C 的 曲率 之 关 成 并 关系 式 
Ek*: 1 一 3:4。 

2. 当 共 定 一 族 含 有 单 参数 4 的 曲面 尺 (ziy，za zs， 4) =0 时 , 对 应 于 参 


数 的 同一 值 的 曲面 了 =0， 人 ”=0 的 交 重 ， 称 为 单 参数 曲面 族 的 特征 曲 黎 . 
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当 和 参数 a 变动 时 ， 这 些 特 征 曲 线 画 成 的 曲面 ， 称 为 输 定 曲面 族 的 包 烙 面试 
证 包 署 面 在 特征 曲 效 上 的 各 点 和 特征 曲线 所 在 的 京 曲 面相 切 。 
oF 


3, 当 答 定单 参数 曲面 族 F (wy Way Tas GD) =0 时 ， 三 个 曲面 五 =0) Ba 
0， 了 -0 的 交点 随 着 a 的 变化 画 成 的 曲线 , 称 为 输 定 曲面 族 的 月 线 . 证 


Oa2 
明 特 征 曲 黎 和 霄 钱 相 切 . 
4， 证 明 单 参数 平面 族 的 包 霜 面 是 可 展 面 ， 且 从 而 在 各 母 缆 上 的 所 有 切 
平面 是 一 定 的 雷 教 面 必须 是 可 展 面 , 音 且 反 过 来 也 成 立 . 


3:.G 曲率 栈 
当 曲 面 和 上 的 曲线 C 在 其 各 点 的 切 多 恒 是 指向 法 曲率 变 为 
极 值 的 方向 时 ， 称 C 为 5S 的 曲率 加 .CO 要 成 为 曲 麻 涂 的 条 件 是 ， 
在 C 上 的 各 点 成 立 | 
boi+ (ce—a) wiwa— bw3—0, (8.99) 
这 就 是 曲率 线 的 微分 方程 ， 容 易 看 出 ,这 式 还 可 改写 为 
clmas 一 03w0ls 一 0 (8.100) 
关于 曲 诗 杂 成 立 下 列 定 理 : 
定理 为 了 曲面 S$ 上 的 曲 米 C 要 变 为 曲率 和 线 的 充 要 条 件 是 ， 
在 C 上 的 各 点 所 引 恪 的 法 线 构 成 可 展 面 , 
征明 ”曲名 C 决定 于 用 弧 长 s 的 参数 表示 
2 一 W(3) ， 4 一 0(3) ， O<s<L, 
发 对 应 于 强 长 * 的 点 是 X(3) ,而 且 曲 面 在 X(8) 的 法 线 是 es(s) ,从 
3.4 节 看 到 所 论 的 直 教 面 变 成 可 展 面 的 条 件 是 : 
|X(s+As)—xX(s) es(s) @a(s+ 4s) | 
关于 4s 是 三 次 以 上 的 无 穷 小 量 ， 可 是 从 (323) 导出 


Ww 0w 0 Ww 
1 81 十 2 e，eg 一 -3 6 一 238 


ds cs ds ds 


一 (0 ) L823 十 …， 


ds 


C2 
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所 以 问题 的 条 件 是 沿 C 成 立 
lwas 一 ca01s 一 0。 

这 就 是 曲率 条 的 微分 方程 ， 因 而 证 明了 定理 .球面 上 的 曲 粮 都 可 
以 看 做 曲率 黎 ， 是 从 球面 的 所 有 法 炉 都 通过 球 心 这 个 事实 明显 表 
示 出 来 的 。 这 个 事实 相当 于 另 一 个 事实 ,部 球面 仅 由 膀 点 做 成 ,从 
而 曲率 秦 的 微分 方程 关于 任意 的 @1, os 都 成 立 。 关 于 平面 也 是 
同样 的 . 

反 过 来 ,我 们 将 计 论 如 何 决定 其 上 全 由 脐 点 做 成 的 曲面 . 

首先 ,从 假设 看 出 :对 于 在 这 曲面 各 点 唯一 地 确定 的 一 阶 标 形 
的 相对 支 量 成 立 关系 式 

cs 一 0， wis=aw1 ss 一 Ga。 (3.101) 
外 导 微 (3.101), 的 两 边 , 按 照 (2.26) 导出 


[Loxwrs] = [da oz] + af oo]， 


从 此 容易 得 到 
[ae 1]=0., 

同样 ,按照 (3.101)。 的 两 边 的 外 导 微 获得 
[de ws] 一 0. 


因为 wx, wa 是 独立 的 ， 由 这 二 式 可 见 ， 对 于 所 求 的 曲面 必须 成 立 
da 一 0, 就 是 < 是 常数 
先 诗 论 a 一 0 的 情 郊 。 在 这 时 候 ， 
ol13 一 0， ss 一 0， 

所 以 des 一 0， 从 而 es 是 定向 量 ( 支 量 是 常数 ) 。 由 于 曲面 的 切线 
Xs， Xs 和 人 写 垂直 ， 

Xues 一 0， X,es=0, 
由 此 导出 

(X63)s.=0, (Xes).—0, 

因而 (Xea) 也 是 常数 。 记 此 值 为 p, 那 末 
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忌 63 一 人 0， 


这 是 以 es 为 方向 余 屁 的 平面 的 方程 ， 所 以 问题 的 曲面 是 平面 的 
一 部 分 或 者 平面 本 身 . 


a*0 的 情况 。 在 这 时 候 , 考察 x 二 -32 这样 的 一 点 , 那 末 


a (x 十 -ea ) 一 oael 十 oaes 十 二 (一 aaoiei 一 aosey) 
a a 


全 本 站 这 点 与 亚 的 下 高 是 (个 ) 一 六 的 东方 
根 [所 以 问题 的 曲面 是 中 心 在 + -全 只 而且 什 征 等 于 和 [的 


球面 的 -- 部 分 或 者 这 球面 本 身 。 

反 过 来 ,平面 和 球面 很 明显 地 仅仅 由 及 点 构成 。 这样 一 来 ,得 
到 

定理 ”仅仅 由 腾 点 构成 的 曲面 只 限于 平面 和 球面 ， 反 过 来 也 
成 立 . 


[习题 】 
1. 就 求 椭 球 -号 + 攻 + 与 -1 上 的 腾 点 。 (如 果 一 平面 和 在 腾 点 的 切 


平面 平行 ， 本 球 与 这 不 面 的 夫 钱 是 轩 ) 

2. 假 届 在 三 个 函数 z=zi(w, v，, ww) 
里 功 w=const. 时 , 得 到 一 族 以 wv% 为 参 
数 的 0" 艇 曲面 , 读 w=const. 或 v 一 eonst. 
时 ,也 成 并 类似 的 事项 。 如 果 不 同族 的 两 
曲面 相交 于 曲线 , 而 且 在 共 交 机 上 的 每 一 
点 两 曲面 的 切 平面 恒 是 直 交 , 称 这 样 的 曲 
面 集 为 三 重 站 交 系 。 证 明 在 形成 三 重 查 
交 系 的 曲面 集 里 不 同族 的 两 曲面 的 交 线 
在 各 曲面 上 都 是 曲率 线 。 
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右上 图 表明 共 焦 二 次 曲面 族 所 形成 的 三 重 直 交 系 。 在 各 曲面 上 的 交 缕 
都 是 曲 李 和 线 ， 

3， 在 空间 里 取 一 个 定点 0, 对 于 任意 点 卫 在 连结 0 到 书 的 牛 直线 上 取 
OP.0P'=73 (7 常数 ) 的 点 P' 和 它 对 应 ， 称 这 样 的 点 对 应 为 反 演 ,0 为 反 演 
中 心 。 设 5 是 运用 反 演 I 于 曲面 8 而 生成 的 曲面 , 证明 8 上 的 曲率 闭经 过 
1 的 象 是 S' 的 曲率 线 。 利 用 这 千 果 来 阐明 球面 和 平面 在 反 演 下 被 移 到 球面 
和 平面 中 的 一 种 去 


3.7 了 和 桔 构 方程 的 变形 
从 3.3 看 到 , 如 果 对 于 曲面 采用 Frenet 标 形 的 连 炉 系 ,， 那 未 
在 各 点 都 有 一 个 对 应 标 形 , 而 且 戚 立 关 和 了 


dX = we1 Wals (ws=0) 9 
cei 一 W1362 二 W1888, (8.102) 
des = — W1281 十 coss63， 
deas=- — W1381 一 〇 as63) 
式 中 
O13 一 101， 包 33 一 人 3003。 (3 “ 108) 


在 这 里 "1, rs 相当 于 以 前 写 做 w, 6 的 量 . 

这 样 , 当 采 用 Frenet 标 形 系 时 ,oo5 都 是 以 单独 w, 2 的 画 
数 为 系数 的 、 关 于 必 ， dv 的 一 次 形式 。 所 以 ， 只 要 注意 到 wi, os 
是 独立 的 了 提 企 形式 ,很 明显 地 可 以 写 出 

la 一 DiC1 十 Dacoa。 (3.104) 
我 们 下 面 将 叙述 mm， ya，pl，ps 的 几何 意义 。 
当 点 开 治 ws 一 0 所 表 的 曲率 黎 方 向 推动 时 ,很 明显 地 
dX ~— W181, 
de1 ~— p10163 十 710183. 


从 这 第 一 式 得 知 e; 是 所 论 曲 率 禾 的 切 米 向 量 ， 又 因为 沿 这 曲率 
六 d9 二 9，-491 是 所 论 曲 率 禾 的 曲率 向 量 , 就 是 向 着 主 法 缕 广 


I 
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向 而 其 长 输出 曲线 的 曲 牵 的 向 量 。 从 而 ,按照 


de1 
1 


所 表示 , 71 是 所 论 曲 率 炎 的 相对 曲率, 而且 pr 是 其 测 地 曲率 . 
?2, Pa 是 由 w1 一 0 共 定 的 曲率 嫉 的 相对 曲率 和 测 地 曲率 ， 
现在 为 要 在 Frenet 标 形 的 情 现 下 导出 业 构 方程 的 不 同方 式 ， 
在 这 里 稍 做 一 点 准备 。 当 任意 答 定 一 个 画 数 ju 四) 时 , 因为 ol 
os 是 独立 的 , 可 以 唯一 地 确定 画 数 访 j，j3 使 
df =f ,101 -+f ,a2, (3:105) 
沿 曲 率 炎 ws 一 0, w1 是 弧 长 并 且 


af _ 
wr =f,1。 

又 沿 曲 率 杀 wi1 一 0, os 是 其 弧 长 着 且 
af _ 


;3 
Ca ” 


= p182+7183 


所 以 f 1, fya 是 沿 曲 率 禾 表达 责 数 f 的 变化 率 ， 
在 车 构 方程 中 ,按照 (8.104) 改 写 


1 = [wrwrs] » 


便 获 得 
wi = pifew10a], } (8.106) 
C2 = pafow1ca] 。 
又 群 番地 瑟 出 
2 人 0 一 [ooixzczj] 
如 下 式 ; 


12 = [cw1scws2] D 
13= [alacas] ， (3.107) 
Co28 == [ca1c018] ? 


并 从 (3.103) ，(38.104) 代 和 人 这 里 ;而 首先 从 (8.107)。 得 到 
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[dri@id 十 mac 一 Dira[alws]。 
在 这 里 车 
d71—=711101 十 ?T1202 
便 导出 
9iya[asoi] 十 fi[oa( 一 Plol 一 Pao9] =pi7s[ W103], 


一 人 3 十 YI101 一 Piy3 


测 

1,2 = P1717) 。 (3.103) 
同样 ,从 (3.107)s 式 得 到 

973)1 一 Pa (7 一 93)) (3.109) 
式 中 已 置 


ra = T3101 二 T2202, 
又 从 (38:104) 看 出 
(ploz 十 Daoa) 一 一 173[aoita]， 
[Lapi@1] + [dps031 十 plol 十 pa 
一 一 173[clca]， 
如 果 牌 
cpi 一 pliyioi 十 Pijaw3a， 
dpa = pa,101 + pa,209, | 
我 们 获得 下 列 关系 式 ;: 
一 pa 十 Pta 一 Pi 十 p2 十 rara。 (3:110) 
儿 合 以 上 结果 ， 便 可 看 出 : 对 于 
Erenet 标 形 邓 的 基础 方程 是 (3:102)， 
(3.108) ，(3.104) ， 而 且 粘 构 方 程 是 
图 3.25 (3.108) ，(38.109) ，(3.110) 。 
【 导 题 】 
i. 对 于 曲面 x=X(w,2) 由 X(w,?) 十 Ri(w,2?)es 入 (Ww,2) 十 Ry (wv)es 
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葵 出 的 曲面 , 称 为 原 曲 面 的 中 心 曲面 或 考 渐 届 有 曲面。 还 明 这 些 曲 面 是 原 曲 面 
的 法 缕 涪 它 的 曲率 线 所 画 可 展 面 的 兰 线 的 求 还 ， 

2， 在 主 曲率 7r1, ”3 之 间 存 在 着 羡 数 关系 (ri， ?2) 的 曲面 ， 称 为 Wein- 
garten 曲面 。 证 明 Weingarten 曲面 的 两 中 心 曲面 是 以 主 切 曲 线 互 相对 应 


的 , 井 且 反 过 来 也 成 立 。 特 别 地 ， 了 工 - 工 oongt. 的 Weingarten 曲面 


fT1 Ts 
的 两 中 心 曲面 上 曲率 太 互 相对 应 ,并 且 反 过 来 也 成 立 ， 
3， 证明; 如 果 曲 面 的 两 系 主 切 曲 线 相 交 于 定 角 ， 那 末 "1:ra 一 const， 并 
且 反 过 来 也 成 立 。 
4. 关于 曲面 的 Frenet 标 形 导出 点 的 不 动 条 件 。 
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我 们 在 曲线 论 里 和合 远 诈 过 定理 (基本 定理 IT) : 当 任 意 给 定 郴 
数 8&(s) >0, w(s) ,， 0s< 工 时 ， 以 它们 分 别 为 曲率 和 指 率 的 曲 嫉 
必 和 存在、 下面 将 令 述 在 曲面 花 里 与 它 对 应 的 定理 。 相 当 于 曲 龙 的 
曲 奉 和 搁 牵 的 硬是 具有 稍 许 复杂 的 概念 的 第 一 、 第 二 基本 微分 形 
式 。 先 开始 准备 ， 

引 理 ”发 在 单 连 通 的 便 域 九里 变动 的 、 而 和 两 变数 有 关 的 
Pfa 人 f 形式 是 


Oe— i (2 vdutpB (wu, v) dv, 
oj 一 aij(& DAdut Bi (uy, ») dv, } (8.111) 
并 和 且 它 们 满足 鱼 构 方程 
oo = [orn] , 
3-.112 
y= [ewws] . } ( ) 


那 未 一定 可 以 确定 运动 群 的 参数 &j, ar 为 wu 的 这 样 丽 数 , 使 得 
关系 式 
Wi d0j = Wi, } 
一 nd 一 Wp 


关于 %, 2 恒 等 地 成 立 。， 而 且 对 于 任意 的 ko, vo) ED， 可 以 使 


(8.118) 
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@j(wo) oo) ; Gn (wo， oo) 是 任意 答 定 值 中 ,a%， 并 这 时 的 解 是 唯一 地 


， 确定 的 ， 
姨 明 首先 以 (，2o) 为 中 心 画 出 
tN 惟 包 含 在 DD 内 的 最 大 生 径 的 图 五 ,并 在 
ey 这 圆 内 旺 
， 4 二 080， } (3.114) 
»=vVot sin 0, 
图 3.26 人 是 以 点 (two, 20) 为 原点 的 极 坐标 ， 
在 加 内， 
du= di cos0 —i sin8 ao, 
adv=di sin0 -+t cos0 ao0, 
所 以 ol ay 变 成 
i= Ni dt md0, } (8-.116) 
i= Nis di Hi a0, 
式 中 
A=aco80+B,sind, m= (~a; sin0+ Bcosd)t, } (3.116) 
和 Xi 一 ai c0S0 十 Bi sin gd, p= (—o sin0+ Bi cos 0)t., : 


这 里 和， “"*, Ar 都 单 是 ， 0 的 而 数 . 现在 , 先 把 0 固定 起 来 ,而 在 
“ 当 经 0 时, oa ai 分别 取 值 3, of 的 初始 条 件 下 解 出 微分 方程 


da _ 
外 | (3.117) 
Lan 人， 
这 解 一 定 存在 ,并 且 是 唯一 的 ;如 在 2-4 所 述 , @; 构成 直 交 方 阵 。 
可 是 为; 和 Az 也 是 9 的 画 数 ， 对 于 的 每 一 值 上 列 微 分 方程 钵 


必 有 解 , 所 以 随 着 9 的 变动 , @;, cx 也 都 是 1,9 的 画 数 。 这 些 画 数 
应 当 满 足 微分 方程 
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@ii er 一 Ai y 
(3.118) 


一 CH 2 at 
而 且 无 论 0 是 怎样 ,总 要 成 并 
Qs 《0， 0) =@, js 《0， 0) 二 (3. 119) 
如 在 2:5 所 述 , arday ganda 满足 精 构 方程 。 方 便 上 ， 如果 
采用 记 法 


ai 一 Oa; 
2 
首先 从 形 如 (8.T12) 的 式 导 出 
[cr (Qstdt + os0 00) 1 
= — [ey Qi dt +aj0 ad0) ons (Gm dt Gmie dA0) ], 
比较 两 边 [dita 的 系数 , 便 得 到 


GjitC18 — Godit — Qidite tT Gdjet 


_ Dai 
”WoT a0 


一 一 GUNUCQjtCmiCmig 十 CjNC19CmkConits (8-120) 
可 是 根据 假定 对 于 给 定 的 ly op 也 成 立 娃 构 方 程 ,所 以 获得 
(Mat+ md0)'= [att pr add) Hundtt wd0)1. 
从 而 比较 两 边 [Qt 49] 的 系数 ,导出 
Nie Jit = Moni — nhibis (3.121) 
在 这 里 注意 (38-118) 式 , 并 从 (8.120) 边 边 减 去 (3.121) , 容易 
看 出 
天 (Gide — Hs) 
= — (Gndmiet pi) Np — (GiGi0 — Lk) Nt. (8-122) 
同上 面 的 计算 完全 一 样 ， 从 一 ar da 和 对 于 答 定 的 oz 的 形 
如 (3.112)s 的 千 构 五 程 得 到 


0 
7 (Gmidmjo 十 Ai 
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= (Qmromjie tT Mrs) Mig — (Gmome + ik) Nei, (3-128) 
现在 ,来 考察 和 (3:122) ，(3.123) 具有 同型 的 米 性 微分 方程 粗 


2 一 | 


124 
eg (8.124) 


一 由 7 一 gx 和 xy。 


系数 )z，)xi 等 都 是 t 0 的 夯 数 , 而 9 旭 是 看 作为 固定 的 。 这样 一 
来 ;从 在 2.3 所 述 的 存在 定理 ,很 明显 地 导出 : 这 和 姐 微 分 方程 对 于 
i 一 0 时 的 几 , $y 的 任意 初始 值 必 有 解 ， 而 且 解 是 唯一 的 。 特别 
是 , 当 t= 一 0 时 , 使 ,$i 都 取 0 人 和 值 的 解 ,实际 上 恒 等 子 0, 

可 是 从 以 上 所 述 , 汞 数 

Qj — Wy Omamnie tt Mis 
是 一 组 解 。 双 从 《3.119) 
(cjiajo) io 一 0， 《gmaqmjo)t-o 一 0， 
而 且 从 (3:116) 
(HDis0=0, (Wy) t=0—=0, 
所 以 这 些 解 恒 等 于 0, 而 对 于 所 有 的 t 成 立 
Cji0j8 一 1 miGmie = Kij, (3.125) 
这 式 对 于 所 有 的 9 很 明显 地 成 立 ， 因 而 从 (3.115) ，(3.118) ， 
(3.125) 看 出 关系 式 
ada(t, 0) 一 Ndi 寺 MO (一 al， 
—andaomlt, 9 一 Mt 月 -Hedg (=wn). 

所 以 根据 (8.11g) 把 mw 人 9) , an(t， 9) 的 变数 改 为 yu， 就 知道 这 
些 是 在 图 KK 内 的 所 求 的 画 数 @j(w, 2) ,gn@4, 9). 

当 了 和 图 KK 不一致 时 ， 取 长 中 Wo, yo) 以 外 的 一 点 (ay v1) 
为 中 心 ; 画 出 属于 人 D 的 最 大 生 径 的 图 KI。 这 样 一 来 , 在 加 Ki 内 
同样 地 可 以 求 出 (8.118) 的 这 样 的 解 ， 使 得 宅 满 足下 述 的 初始 条 
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件 : wy or 在 (ay v1) 分 别 取 图 玉 内 定义 起 来 的 画 数 @j(w, 9)， 
ax (ui 0) 在 ay oa) 的 值 ， 设 这 租 解 是 
ai 0 9) ,Qi4(w， 9) ， 那 末 成 立 


Qj U1, V1) = 0 (U1, 01) ， (fe 
i, Vi) = (Wi, V1). n 
如 果 置 


2 一 二 十 cos0， 0 一 0 十 夺 Sin 0 
而 改 成 为 和 的 画 数 来 计 痊 ,两 粗 画 数 图 3.27 
Qi(t,0) ,Qn(lt，0) 和 Q(t,，0), Qnlt, 0 在 玉 , Ki 的 公共 部 分 具 
有 同一 初始 条 件 , 而 且 都 是 


一 和 ix 


一 和 


4 如 st Ce 


的 解 ,从 而 看 出 
wt, 0) =0(t, 0), wilt, 0)=0n(t, O). 
由 此 可 见 , 在 K 与 Ki 的 公共 部 分 里 oi (wo) 与 oj (0) ,aii (0) 
与 or (w, 2) 是 一 致 的 。 因而 得 知 , 在 K 入 的 联合 谷 域 里 可 以 
决定 一 组 画 数 gj(w, 0) , ay(4w, 92) ,使 满足 (3.113) .如 果 也 与 这 声 
域 不 一 致 , 只 要 重复 同样 的 操作 就 够 了 . 很 明显 , 解 是 唯一 的 . 
在 曲面 论 里 相当 于 曲 米 论 的 基本 定理 I, I 的 ,有 下 烈 定理 
基本 定理 ” 心 答 定 了 w1, ws 的 两 个 微分 形式 
CO 十 o2，、 Ia 十 ac， (3.126) 
其 中 ol os 是 依赖 二 变数 %,v 的 独立 的 Pfaff 形式 。 这 时 候 , 很 
明显 地 有 这 样 的 画 数 px， ps 使 得 
ai 一 Pr[aaaos]， 2 一 pz[aoia3]; (8.127) 
如 果 p1, ps 与 ri ys 之 问 成 立 关 系 式 
713 一 Dr 一 ra) ， ai1 一 pa(73 一 


m)， (8.128) 
13 一 Ca)1 一 Tra 十 Pp2 十 pp2 9 
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那 末 以 《3.126) 的 二 形式 分 别 为 第 一 、 第 二 基本 微分 形式 (更 群 和 
地 说 ,以 oa, os 分 别 为 原点 关于 Frenet 标 形 的 相对 支 量 , 并 以 
7 7a 为 曲率 线 的 相对 昌 奏 ) 的 曲面 一 定 存在 , 并且 当 把 两 个 用 运 
动 可 使 之 重合 的 曲面 看 成 同一 曲面 时 ,所 求 的 曲面 是 唯一 的 ， 
证 明 是 

ol1s 一 91Q1， 038 一 Ya003， 0013 一 plO1 十 Daoai (3.129) 

从 答 定 条 件 看 出 ;这些 形式 和 
wi1, Wa (ws=0) 

满足 精 构 方程 。 因 此 , 从 引 理 得 知 :对 于 (ww, v0) 采取 任意 的 初始 
条 件 中 , a8 并 满足 


Ci dQj= 0, 
一 家 元 dgix = ix } 3 130) 
的 画 数 or (wu，o) ， gn(w, 9) 必 存 在 ， 现在 考察 由 
Vi= (WU, VY) (8.131) 


定义 的 图 形 。 娘 
人 一 ai v) du t+Bi(y, 0)003 
从 (3:118) 导出 


aa Oa 
Gn Bo 0 oy Bo =pBi, 


只 要 注意 到 wu os 互相 独立 的 事实 ， 便 看 出 短 际 (-92 -ge ) 的 
秩 数 是 2, 从 而 (3.181) 是 在 8-1 所 述 的 曲面 的 参数 表示 
在 这 曲面 的 各 点 ,选取 这 样 的 件 随 标 形 Rucw,w, 使 得 它 是 从 想 
对 标 形 Bo 远 过 变换 
cos; 太一 Ci (Us 0) tet a (wu, 0) 


导出 来 的 , 朗 


Roa, tb) 一 Sacu,v) Ro. 
根据 人 4 Rawran, v+dv) 关于 Raw, by) 的 相对 位 置 决 定 于 
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dM = wi81+ w283, } 
dei =~ Wirey, 
oiy ou 原先 是 由 (3-130) 式 的 左边 的 式 子 决定 起 来 的 ， 而 在 我 们 
的 情况 下 可 以 看 做 给 定 的 weiy os 以 及 按 (3-129) 葵 出 的 wm。 

从 (3.132); 看 到 标 形 Roow,w) 在 点 G1(w, 9) 切 于 所 论 的 曲面 . 
又 从 wis, ass 的 形状 得 知 , 标 形 Rocw,w) 是 Frenet 标 形 ,因而 r1,7s 
是 曲率 区 的 相对 曲 座 ， 

现在 设 2 是 对 应 于 初始 条 件 路 ， 吵 的 曲面 ， 而 且 2 是 对 
应 于 别 的 初始 条 件 如, 88 的 曲面 。 我 们 将 证 用 一 个 运动 可 把 Zo 
移 到 >w。 首 先 很 明显 ,有 这 样 的 运动 So 使 得 

Si = SoSoe, 


(3.139) 


可 是 

(8,52) -1(S,Sa440) — S21Sar00, 
所 以 标 形 系 SRo 之 间 的 相对 支 量 与 SuSsRo 之 问 的 相对 支 量 相 
等 。 而且 后 者 对 于 (to, vo) 恰恰 和 Sb,Ro 相对 应 。 由 于 当 葵 定 初 
始 条 件 时 , 解 是 唯一 的 ,对 于 (wo， oo) 以 (829 为 初始 条 件 的 曲面 
3w 是 SoSsRo 的 原点 做 成 的 , 所 以 就 是 Se36s， 这 样 一 来 , 完全 地 
诈 明 了 定理 ， 


3.9 基本 定理 的 变形 


在 曲线 花 里 全 沟 看 到 了 曲率 4(8) 和 挠 率 w(s) 都 是 答 定 曲线 
的 不 变 式 , 但 是 光 靠 这 两 个 能 不 能 是 够 决定 曲线 的 特征 ,原先 有 过 
这 样 的 疑问 , 而 对 于 这 个 间 题 基本 定理 I 答 了 解答 。 在 曲面 的 情 
如下 , 相当 于 不 变 式 的 是 第 一 、 第 二 基本 微分 形式 (其 系数 满足 相 
当 于 结构 方程 的 条 件 式 ) ,我 们 将 证 稍 许 变 形 了 的 对 应 定理 :“ 设 二 
曲面 之 问答 定 了 一 对 一 的 点 对 应 ， 而 且 在 对 应 点 这 些微 分 形式 的 
值 各 各 相等 , 那 未 二 曲面 必 全 等 。” 
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下 理 ”假定 有 依赖 二 参数 4%, % 的 标 形 族 Bw,w, 和 依 节 二 参数 
2 4 的 标 形 族 五 (z,5)。 为 了 (ui 9) 平面 上 的 (w, 2%) 的 倾 域 刀 的 点 
与 (, 9) 平面 上 的 ,9) 的 领域 万 的 点 之 问 能 决定 一 对 一 的 、 可 
微分 的 对 应 
UU 0), v=0(%, 0), (8.133) 
使 得 Bo, 沟 过 固定 的 合同 变换 卫 之 后 的 象 重 重合 于 (w, wv) 的 对 
应 点 人, 9) 的 对 应 标 形 Gi,, 充 要 条 件 是 : 在 (8.133) 的 对 应 点 十 
成 立 
B= i= wy (3'134) 
拥 明 ”在 空间 里 取 筷 对 标 形 Bo, 而 且 衣 Row。 是 对 Bo 运用 
变换 


Sou, v): 太一 ap (wy DB+ a (YL, 9) 
之 后 得 来 的 标 形 ,部 
Bs,» = Sou, v) Ro, (3.135) 
这 样 一 来 ， 
=— Hodau, vravye (3.136) 
同样 , 设 zi,s) 是 对 Bo 运用 变换 
Sa,o): Dl = (UD) w+ (KV) 
之 后 得 来 的 , 那 末 成 立 
RG,s)= Sa,5 Bo, (3:187) 
i— Sd, 340). (8.188) 
必要 性 。 根 据 假定 


Re,j=T Rv, 
从 (3.185) ，(3.137) 看 出 

Sei, = TSH, 2)9 
所 以 


-1 而 一 一 工 
SG ira V+07) 一 (TIS, v)) 2 (TS wra, vtav)) = NewS urar, vtav) 9 
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从 而 成 立 
= = 1 
充分 性 。 根据 2.5, 标 形 族 Bc,w 的 相对 支 量 wy or 满足 结 
构 方程 ,而 且 表 达 S06,wy 的 @j(w, 2) yat 9) 是 
GndWj = en de = ww (3.189) 
的 一 粗 解 。 关 于 改作 2?) , gx(W, 9) 也 有 同样 的 事实 . 
现在 , 在 D 了 内 选取 一 点 (uo， vo) , 而 设 DD 内 按 (8-133) 的 对 应 
点 是 (wo, %)。 很 明显 , 必 有 这 样 的 运动 了 , 使 得 
Sci, = TH, 
如 果 荔 于 和 = 人 Rap 很 明显 地 Riis 的 相对 支 量 也 是 @,@y。 
这 时 ， 
一 TS 
但 是 和 以 前 不 同 之 处 是 
CG50 一 aouwoo。 
所 以 下 人 lu 9) ,V4 轨 )， 故 他人，900 9)) 是 (3.139) 的 
解 , 并 在 (Co yo) 和 art 2) ,mlw，9) 具有 相同 的 初始 条 件 ， 因 
此 ;从 3.8 的 引 理 中 所 述 的 解 的 唯一 性 看 出 
人 Ca 一 和 co。 
这 样 一 来 ， 
Se,5) = THw,v), 
并 一 全 Re (证 毕 ) 
相当 于 曲线 花 基 本 定理 工 的 是 下 述 的 Gauss 定理 ， 
定理 设 二 曲面 S 和 点 的 第 一 、 第 二 基本 形式 分 别 是 I，II 
和 1 工 , 为 8 和 要 全 等 的 充 要 条 件 是 : S 和 5 之 间 有 这 样 的 
一 对 一 的 点 对 应 ,使 得 
I=1, II=- 土工 。 (3.140) 
征明 ”必要 人 性 。 如 果 二 曲面 可 用 运动 使 互相 重合 ， 那 末 很 明 
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显 地 把 重合 的 点 作为 对 应 点 , 便 成 立 

I=I, II=II. 
当 二 曲面 全 等 而 不 能 互相 重合 时 ,， 对 六 运 用 关于 某 平面 的 对 称 变 
换 了 之 后 , 设 得 来 的 曲面 是 S*, 并 且 5 在 点 邓 的 标 形 是 61645s， 
那 未 5S* 在 至 的 对 应 点 一 了 ( 驻 ) 的 标 形变 为 

ei—T(6), e2 一 了 (63) ， 83=—T(6),， 
其 中 最 后 式 不 成 为 @ 一 全 (5s) 的 理由 是 这 样 ， 假 如 es 一 全 (as) 的 
遍 ，elezes 将 不 成 为 右手 制 了 ， 很 明显 ， 
I=T, 


卉 且 
I — —dx*.des=d(TX) .d(Tes) 
一 经 ,d6s= 一 开 . 
充分 性 。 当 对 于 曲面 8 取 Frenet 标 形 时 ,我 们 得 到 
工 一 of 十 oo 条， 
工 一 coalols 十 ao3s 一 11 十 faco3。 } 
现在 考察 微分 形式 rl 一 Il; 要 使 它 成 为 完全 平方 ,就 是 楼 使 
(r—71) wit (r—73) 2 
成 为 完全 平方 ， 只 限于 7 二 ri 或 者 wa 的 时 候 ， 而 且 这 时 分 别 地 变 
为 土 V7i 一 rs os， 土 7a 一 miol 的 平方 . 
假设 二 曲面 S, S 之 间 已 考据 定 了 这 样 的 一 对 一 的 点 对 应 ,使 
得 按照 这 个 对 应 成 立 


(3.141) 


I=I, 开 一 土 代 ， 
这 样 , 便 得 到 
rI—1II=*rI 干 11, 
如 果 考 察 这 个 微分 形式 变 为 完全 平方 的 情况 ,应 当 获 得 
71 一 十 Ti 《和 一 9a) co 一 (二 ra)08， 


Y 3 一 士 7a， (Ta ~— 71) ci 一 (rz 王 7x)@z， 
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或 者 _ 
和 一 士 fa， 《7 一 9a) 0 一 (1 和 干 人) 091， 
ya 一 十; (Fa 一 1) 009 = (rs 二 72) 8. 
后 面 的 情况 在 对 S 调换 指标 1, 2 的 措施 下 归 千 到 前 面 的 情 局 , 所 
以 只 须知 诊 前 面 的 情况 就 够 了 。 上 烈 二 式 边 边 相 减 ， 
(ra 一 7a) (wi+ 6w2) 一 (ri ra) 3 — (ra 于 Ta， 
可 是 1I, 提 和 且 ol, os 是 互相 独立 的 ,所 以 得 到 
0 一 十 和， co 一 地 ， 
f= 9 一 束 . ( 式 中 同时 取 正 号 或 员 号 ) 
在 另 一 方面 ,如 时 

(1) 改变 可 的 正 向 ， 那 末 or or 仅 改 变 符号 ， 而 wa，awsa， 
9a) Ta 则 照旧 ; 

(2) 改变 和 的 正 向 ， 那 末 ca, css 仅 改变 符号 ， 而 ol，als， 
ay ra 则 照旧 . 

所 以 有 必要 时 ,改变 61, 6 的 正 向 ,就 可 以 使 成 立 

ai 一 1 ca 一 上 3， (3.142) 
让 一 士 和 ， Ia 一 十 73 (同时 取 正 号 或 贯 号 )。 (3.143) 
这 时 候 , 要 注意 的 是 : 当 1，6 的 一 方 改 为 一 或 一生 时， 为 了 
使 616s63 仍旧 移 到 右手 制 , 6 也 必须 改 为 一 B&。6s 改 为 一 5s 的 
和 苦果 ,只 产生 了 变动 
Tax 一 > 一 9 73s 一 > 一 9a， 
所 以 (3.142) ,(3-143) 仍 旧 保 持原 形 不 动 . 

在 这 里 来 讨论 (3.143) 式 的 右边 的 正 质 号 都 取 员 号 的 情 殉 ， 
这 时 , 设 了 是 关于 一 个 平面 的 点 对 称 变换 , 而 且 人 是 曲面 8 在 了 
下 的 象 。 由 于 

el 一 人 (50) ， ez 一 了 (59)， ez 一 一 人 (5s)， 


一 提 一 医 
IW 03~Ws2, 


霸 且 


i142 第 3 章 前 面 论 
13 — 13, Oils 一 — wia, a8 一 一 02ay 
全 一 一 全， 3 一 一 9 

所 以 从 (3-148) 看 出 

9 一人， 3="2, 

0 一 QT， wa= (2, 
这 就 是 在 (3.148) 里 同时 取 正 号 的 情 殉 。 

我 们 转 到 言论 在 (3:143) 星 同时 取 正 号 的 情况 .这 时 ,从 
TI3 一 人 1C01， 33 一 人 30039 
Gis 一 TaG1 Oo2s 一 了 303 
也 可 看 到 _ _ 
ys 一 0013， (W283 0033 

的 成 立 。 再 把 (3.142)1 外 导 微 , 便 得 到 

osoaij 一 [caoai] ? 

[ws (@21— 21) ] 一 0。 (3.144) 

同样 ,外 导 微 (38-142)，， 

[aaa] 一 foxaaa] ， 

[oi (w13— 12)] 一 0. (8.145) 

从 (3.144) ，(3.145) 得 知 ，owla 一 oaa 弃 要 具备 sw1 的 型 ， 又 要 具备 
poa 的 型 ,所 以 


13 一 Cl2。 
烷 合 以 上 的 结果 , 便 得 到 这 样 的 辕 论 : 在 8, 8 之 间 可 以 决定 
这 样 的 点 对 应 ,使 得 
az 一 Oil， . Wa—Wa (os 一 os 一 0 ， 
W193— 12 13— Wis, Was — se. 
所 以 根据 本 节 的 引 理 两 曲面 用 运动 完全 可 使 互相 重合 ， 
在 上 列 的 (8.1443) 里 , 如 果 同 时 取 贯 号 , 那 末 对 8 运用 关于 一 
企 和 平面 的 对 称 变换 之 后 ， 得 来 的 曲面 S* 和 曲面 用 运动 是 可 以 
互相 重合 的 。 无 论 在 哪 一 情况 ,我 们 看 出 S, S 是 全 等 的 曲面 。 
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和 44:1 曲面 上 的 几何 学 

在 空 则 里 考察 址 图 柱 , 设 a 是 其 畏 的 垂直 玫 面 的 截 口 图 和牛 径 . 
假设 这 个 直 贺 柱 是 用 注 黎 
做 成 的 ， 沿 一 条 母 交 7 用 DS ， 
乏 地 把 它 展 开 到 平面 上 . - 
在 丢 剪 开 的 其 他 部 分 上 所 
画 的 任何 曲线 ， 无 论 展 开 图 和 
于 在 面 上 之 前 或 展开 之 后 ,它们 的 长 度 总 是 相等 的 ， 

如 上 例 所 明示 , 当 两 曲面 S, 8 (或 分 别 地 S,S 的 一 部 分 D， 
万 的 点 与 点 之 问 能 够 决定 一 对 一 的 连 贰 点 对 应 全， 使 得 在 卫 下 
对 应 的 曲 稳 CO, C 的 长 恒 是 相等 时 , 称 这 对 应 (也 叫 映 象 ) 了 为 等 
长 映 象 ,而 称 S 与 5 (或 者 D 与 DD) 互 为 等 长 或 者 互 为 可 展 ， 上 
例 的 前 断 了 的 下 略 柱 面 可 以 连 种 地 变形 到 在 面 上 ， 使 在 变形 中 途 
的 曲面 也 和 原 曲面 是 等 长 这 个 性 质保 持 不 变 ， 象 这 样 的 速 芒 变形 
称 为 弯 有 旭 。 互 相等 长 的 两 曲面 不 一 定 能 从 一 个 沟 过 弯曲 而 变形 到 
第 二 个 去 

我 们 将 证 明 ， 上 比 直 圈 柱 稿 为 复杂 的 可 展 面 是 和 平面 的 一 部 分 
等 长 的 . 


144 第 4 章 曲面 上 上 的 几何 学 
坊 可 展 面 的 奉 巷 是 了 (0) ((0<w< 荆 ) 弧 长 )， 它 的 Frenet 标 
形 是 了 616263; 那 末 可 展 面 的 表示 式 是 
X=yY(WD + ， 0 委 4 扫 卫 ,一 co<<0< 十 co。 
因为 ,一 丘 十 vw 用 s,s 一 生得 到 
ds 一 ( 工 上 0283) dv 2 du dv+dv. 


1 


图 4.3 


值得 注意 的 是 , 在 ds” 里 消 焰 的 搁 率 并 不 出 现 。 所 以 用 和 稼 
黎 有 具有 相同 曲率 4 (w) ( 撞 率 不 相同 ) 的 任何 曲 嫉 来 做 切 米 曲面 应 
当 有 同一 个 ds。 因此 , 这 样 得 出 来 的 所 有 切线 曲面 互 为 等 长 ， 特 
别 是 , 考察 和 兰 绪 具有 祖 同 曲率 8 的 平面 曲线 了 (wo) 和 其 切线 
向 量 5 并 作出 

FW) + ve (0 ; 
如 果 把 答 定 的 可 展 面 上 的 点 (w, 2 和 平面 上 对 应 于 同 参数 值 (wu) 
的 点 互相 对 应 起 来 ,这 是 等 长 的 对 应 ， 
设 在 二 曲面 
S': X=X(u, 9), SS: = (uv, $) 
之 问 已 丢 定 下 了 等 长 的 点 对 应 
w= 0), 一 和 (xx ，o) ， 

我 们 考察 曲面 上 的 任意 点 (wy v0) 的 邻 域 和 S 上 的 对 应 点 
(uo, 0) 的 邻 域 . 在 通过 点 (uo,20) 的 久 曲 名 和 .% 曲 米 上 从 Giw,w0) 各 
取 长 p 和 9 的 点 卫 和 @， 并 设 从 (uo, mm) 在 所 险 v 曲 米 和 w 曲线 
的 象 上 量度 同 长 jp 和 9 的 点 是 了 和 &, 这 两 点 分 别 是 了 呈 和 多 的 
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对 应 点 。 如 果 p, 9 在 S 上 是 同 欢 的 无 穷 小 量 , 距离 PQ 和 它们 是 
同 次 的 无 务 小 量 ， 假 如 所 窒 的 % 曲 米 和 % 曲 粮 的 象 相 切 的 医 ， 五， 
& 的 距离 将 变 为 高 次 的 无 穷 小 量 ， 所 以 从 等 长 的 假设 看 出 这 些 象 
也 不 相 切 。 因此 , 在 曲面 瑟 上 可 以 选取 上 的 参数 曲 米 的 象 作为 
它 的 参数 曲 禾 ， 换 名 话说 ,在 曲面 8§, 5 上 可 以 使 对 应 点 具有 相同 
的 参数 . 
在 曲面 S 上 的 各 点 取 一 阶 标 形 族 , 设 其 相对 支 量 是 oo) wj， 
那 末 8 上 的 曲 米 


Wut), v=v(t), <t<b 


J.Y( 和 党) +( 党 ) 下 4D) 
假定 在 等 长 的 曲面 ,5 上 已 构 使 对 应 点 具有 相同 的 贿 数 . 识 
在 两 曲面 上 的 各 点 分 别 选 好 各 一 标 形 , 使 它们 分 别 形 成 速 入 族 。 
那 末 , 在 对 应 点 , 标 形 的 相对 支 量 之 问 应 当成 立 关系 
ai 十 加 一 研 十 三 . (4.3) 
可 是 01, os 是 独立 的 Pfaff 形式 ,必须 成 立 


1 = 01101+T G1903, ] 


的 长 度 决 定 于 


(4.3) 


Ca 一 1001 十 C20 
(oil …，9as 是 42 的 图 数 )。 所 以 从 (4:2) 得 出 
c8 十 @ 和 一 二 ots+a8,s=1， 
adlGla 十 Gal0a23 一 0。 
从 而 (4:3) 不 外 平 是 址 交 变 换 . 
现在 ,如 果 对 总 的 所 葵 标 形 族 运用 变换 
可: 一 av6:， 和 ,一 T, 2， 63=6,, 

一 方面 


d=— 5,6,, 
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而 另 一 方面 


d= 8 = 8,, 
所 以 
ul = ae 
把 这 式 和 (4.3) 相 上 比较 的 结果 , 便 得 到 
OX = ae (4.4) 
反 过 来 ,如 果 为 了 决定 两 个 曲面 之 问 一 对 一 的 回炉 点 对 应 ,能够 适 
当地 选取 标 形 使 得 在 对 应 点 (4 和) 式 恒 成立, 很 明显 地 这 个 点 对 应 
是 两 曲面 的 等 长 映 象 。 因 而 ,得 出 
定理 ”为 了 两 个 曲面 $, $ 是 等 长 的 充 要 条 件 是 ,在 两 曲面 上 
的 各 点 适当 地 能 选 定 各 一 标 形 而 且 决定 这 些 点 之 问 一 对 一 的 点 对 
应 ,使 得 在 对 应 点 恒 成 立 
WW1= 1, WwW3 = Oa, 
设 曲 面 上 的 向 量 意味 着 在 曲面 上 的 一 点 和 曲 曾 相 切 的 向 量 。 
这 些 关 于 一 阶 标 形 是 由 hie1 十 hses 的 形式 表达 的 , 其 长 决定 于 
~ 各 寺 入。 了 丸和 Mei 十 和 ses 和 jael 十 aes 的 两 向 量 所 成 的 角 9 决定 
于 


os0 


A 

特别 是 , 在 点 (&，J 的 切 如 向量 的 方向 也 可 用 其 方向 的 无 穷 
小 向 量 aaei 十 oses 来 表达 。 所 以 这 样 的 两 向 量 ww (4d) ，@ws (9); 
cl(6) ,wa(6) 所 成 的 角 8 决定 于 

008 v1 wm1(0) + wa (dd) wa (0) 
Vo toad) IV wt) Twa * 

由 此 可 见 : 

如 果 两 个 曲面 8, &S 是 等 长 ,在 对 应 点 的 对 应 向 量 所 成 的 角 恒 
是 相等 的 . 
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对 于 曲面 上 的 曲线 入 烃 在 (4.1) 讨论 过 它 的 长 。 在 曲面 上 取 
两 点 4, B, 并 考察 连结 4 到 B 的 .全 部 沙 在 曲面 上 的 所 有 曲 米 的 
长 ,其 全 体 做 成 正 数 集 , 称 这 集 的 最 大 下 限 为 两 点 4, B 的 在 曲面 
上 的 距离. ”( 必 所 论 的 集 是 M; 当 属 于 NY 的 任何 数 都 是 之 b 时 ， 
称 大 为 if 的 下 限 。 而 且 在 下 限 之 中 , 称 其 最 大 数 如 为 的 最 大 
下 限 .) 如 果 落 在 曲面 上 的 、 而 且 连 和 结 其 上 两 点 的 曲 帮 之 中 , 有 这 
么 一 条 ; 写 的 长 葵 出 这 两 点 间 的 距离 , 那 未 这 条 就 是 束 千 这 两 点 的 
最 短线 (或 短程 厂 ) . 

这 个 距离 的 概念 是 用 积分 (4-1) 来 定 的 ,所 以 它 是 仅 依 革 于 卓 
面 的 第 一 基本 形式 的 人 性质， 

如 从 这 些 例 子 所 看 到 的 ， 在 曲面 上 图 形 的 性 质 中 有 好 些 个 对 
于 等 长 映 象 是 不 变 的 。 这 样 , 在 曲面 或 曲面 上 图 形 的 性 质 中 以 研 
完 对 于 曲面 的 等 长 映 象 是 不 变 的 性 质 ， 就 是 以 研究 互 为 等 长 对 应 
的 所 有 曲面 共有 的 性 质 ， 也 就 是 以 研究 只 同 第 一 基本 微分 形式 相 
关联 的 性 质 为 目的 的 几何 , 称 为 曲面 上 的 几何 学 . 

曲面 上 的 几何 研究 发 端 于 Gauss, 他 是 著名 的 数学 家 , 当 过 歌 
丁 根 (Gi6ttingen) 天 文 台 的 语 长 , 受 政 府 的 委托 做 过 土地 的 测量 ， 
据说 ,曲面 上 的 几何 的 思想 是 从 测 地 学 得 到 启发 的 ， 

在 曲面 或 曲面 上 图 形 的 性 质 中 ， 当 然 还 有 许多 不 属于 曲面 上 
的 几何 范畴 的 ， 例 如 ， 敌 点 、 主 切 曲线 等 都 和 第 二 基本 形式 有 关 
联 , 不 是 曲面 上 的 几何 的 性 质 . 

我 们 谣 ,我 们 住 的 字 宙 是 三 蕉 的 空间 。 所 疆 三 锥 ,意味 着 具有 
前 后 .左右 上 下 的 三 个 扩张 ， 如 果 把 在 这 样 意义 下 具有 扩张 的 事 
实 看 成 是 空间 的 特点 , 那 末 在 面 可 以 看 成 二 条 空间 . 但 是 ,具有 前 
后 、 左 右 的 郑 个 扩张 的 空间 不 仅 是 平面 ,而 正如 住 在 地 球 帮 面 上 的 
我 们 , 尽管 地 球 是 有 近 于 球面 的 形状 , 但 是 总 觉得 局 部 是 平坦 的 ， 
也 有 二 灯 的 扩张 的 感觉 一 样 ， 曲 面 都 是 具有 二 雅 扩张 的 。 所 以 我 
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个 应 当 把 所 有 曲面 一 律 看 成 二 蕉 的 空间 。 
原来 一 个 曲面 上 的 距离 概念 是 从 三 蕉 空间 自然 地 导 和 人 于 其 上 


的 

ds? = ww?+ ow2 
答 出 的 ， 如 果 我 们 把 这 曲面 看 作为 本 身 就 是 一 个 二 维 的 空间 而 不 
考虑 写 是 在 三 丰 空 间 里 的 ， 那 未 曲面 上 的 几何 也 可 以 襄 是 这 二 稚 
空间 的 几何 了 。 

【习题 】 

1、 证 明 具有 线 素 

ds2 
的 曲面 是 可 展开 于 平面 上 的 。 

2. 在 线 素 4iz 一 da+ Ga+oa)dua 的 曲面 上 ， 证明 一 邓 参 数 曲 焙 是 主 切 
曲线 ,而 另 一 柔 是 曲率 培 ， 

3. 下 明 下 迹 二 曲面 是 局 部 地 等 长: 第 一 曲面 是 把 mazs 平面 上 答 出 的 县 
链 镜 m4 二 和 (+o ) 粒 m 二 的 周围 回 入 而 生成 的 曲面 ;第 二 个 是 把 与 由 
机 亚 直 相交 的 直 超 绕 ms 轴 的 周 图 以 等 速度 回 粮 的 同时 又 以 等 速度 向 ms 二 
的 正 疝 前 进而 生成 的 曲面 


ZI 一 008 0 0 一 rsin0， 25 一 0。 


__ dw — 4v du dv + du dv 
{lu — v2) 


44.2 测 地 稿 
当 曲 面 上 一 条 曲 克 C0 是 由 参数 表示 
u=ut), v=v(t), ot<b 
答 出 的 时 候 , 这 曲线 的 长 决定 于 
o ff va /NB 
7 全) + 作 ) 吉 
在 曲面 上 巡 车 两 答 定 点 4, 召 的 所 有 曲线 中 ) 求 其 长 是 最 短 的 
曲 米 的 问题 ,就 是 求 巾 黎 C 使 积分 7 为 最 小 的 问题 , 它 是 属于 数 
学 分 析 的 一 个 分 科 一 一 - 变 分 学 . 这 个 问题 和 微 积 分 里 求 画 数 Fw) 


4'3 测 地 缕 149 


的 最 小 值 的 问题 相 类 似 , 但 是 在 前 者 相当 于 后 者 之 中 的 变数 2 的 
值 的 是 连 烙 两 点 4，B 而 在 答 定 曲面 上 具有 某 长 度 的 曲 秦 ， 从 而 
相当 于 变数 >” 的 贪 域 的 是 连 业 4, B 而 在 给 定 曲 面 上 具有 某 长 度 
的 所 有 曲 炉 的 集 ， 这样 的 曲 禾 的 多 样 性 旗 不 能 用 有 限 个 变数 来 表 
示 ， 双 是 在 微 积 分 里 含有 单 变数 或 多 变数 画 数 的 极 大 极 小 问题 中 
所 没有 的 困难 . 
改 曲 厂 绝 C: 
v=ut), v=00, ot<b 
是 连 精 其 两 端点 4(t 一 4) , B (i 一) 的 最 短线 , 我 们 将 找寻 这 些 丁 
数 w() ,v(t) 应 该 满足 的 条 件 . ea 
在 C 上 的 每 一 点 用 m (3) 表示 
无 穷 小 向 量 关于 各 该 点 的 标 形 瓦 ooG) eo 
的 相对 支 量 , 而 且 把 C 的 点 移动 到 人 
这 向 量 的 焰 点 ， 假 定 wi1(6) 同 一 
齐 变 动 ,并 且 图 4.3 
[os (6) J]i-a= [ow (6) ]:-s=0. (4.6) 


那 末 按照 w(\6) 得 到 通过 4, 2 而 且 无 限 接 近 于 C 的 曲线 C。 称 
C 为 0 的 变 分 曲 态 . 

由 于 随 着 如 上 所 述 的 C 的 点 的 变 分 ，C 的 切线 向 量 wi(d) 的 
变 分 是 由 wog) 十 bwi(q) 表达 的 , C 的 长 决定 于 


V+ 
略 去 高 次 的 无 穷 小 量 来 改写 它 , 首先 得 出 


[WE rR) re, 


从 此 看 出 , 它 等 于 
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[oy rey 5 widwi1 二 Wada 
| Te 
WD | 
第 一 项 不 外 是 0 的 长 ,并 且 
3 3 pi 

( 委 ) +( 营 ) -全 ) ， 
所 以 在 涯 略 高 次 项 的 情况 下 忆 与 C 的 长 度 之 差 等 于 

87 = [ (PF ao 全 60). (4:7) 


7-J 人 VY( 针 ) +( 洛 ) 
的 第 一 变 分 . 


现在 为 了 要 改写 37 ,从 精 构 方程 
1 一 [wv], 2= [1] 

do1 (8) 一 人 oil (qa) 一 (3 (qd) CD31 (9) 一 所 3 (5) CVal (a) 9 

doas (3) 一 oa(d) =@1(d) w12(0) —w1(0) wld), 


称 6J 为 积分 


得 出 


2 Gul(d) +2 os (dg) 
一 oO (dws(8) 二 os(3)ooa (d)) 
+ (dw2 (0) 十 oi (5) ola(9d)) 。 


在 作出 这 积分 的 过 程 中 ， 对 右边 的 第 一 、 第 三 项 运用 分 部 积分 之 
后 , 便 获 得 ， 
6v = Bs 0w1(0) 二 ca(9) | 


-| [ {3 十 Wy (wa (a) bo (8) 
+ ds (0) 了 (ou (qd) } (3) | 


4.2 测 地 炎 TI5T 
可 是 内 (4.6)， 右边 的 第 一 项 是 0, 所 以 焰 于 得 出 


.1 一 一 | [ ds (0) 二 Wa (on (d) eo: (3) 


二 { oo 的 + VoD}, (6) |as. (4.8) 


如 果 曲 多 C 是 连结 两 点 4, B 的 最 短线 , 由 (4.8) 葵 出 的 87 
对 于 任何 的 w1(6) , wz(6) 都 必须 等 于 0， 实 际 上 , 假如 有 了 这 样 
的 变 分 m1(6) , wa(6) 使 67<0 的 话 , 对 应 于 这 些 的 变 分 曲名 的 
长 比 C 要 短 些 ; 又 假 如 有 了 这 样 的 w1(6), wa(6) 使 S7 >0 的 话 ， 
那 来 重新 选取 一 ol(6)， 一 os(6) 以 代 (6)，ow3(8)， 那 个 对 应 的 
变 分 曲 狠 C 的 长 因 8J<0 要 比 C 来 得 短 些 ， 无 论 在 哪 一 种 情况 
下 ,这 和 CQ 是 SS 上 这 业 4, 好 的 最 短线 这 个 假定 相 矛 盾 。 

特别 地 在 (4.8) 仁 wa(6) 一 0, 便 看 出 


f+ ae ea 
对 于 任意 的 ox (6) 必须 成 立 ， 从 这 个 结果 导出 : 沿 0 必须 成 立 
do Wa Wal , 

tds ds (410) 


实际 上 , 设 是 充分 小 的 常数 .可 以 写 下 
wm1(8) 一 ss)， 
从 而 (4.9) 式 具有 形状 
| ($05)ds=0. 
这 式 对 于 由 (0) = 由 (DZ) 一 0 的 任 章 画 数 $(s) 必须 是 0. 假如 在 
0<s< 工 里 有 使 Pa) 0 的 点 sa 的 话 , 因为 了 (9) 是 连 炉 面 数 ， 可 
以 选取 2>>0; 使 f(s) 在 1s 一 si | 二 8 里 和 f(s1) 有 同一 符号 ， 如 果 
这 样 选取 $(s) , 使 得 在 |s 一 ss| < 总 ，$(s) =1， 而 在 |s 一 a|>>e， 
$s)=0, 半 示 上 式 左边 的 积分 显然 不 等 于 0, 而 发 生 矛 盾 ，。 因 此 ， 
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在 0<s< 工 时 f(s) 三 0, 这 表明 了 (4:10) 式 的 成 立 。 
完 爹 同 样 地 看 出 ,说 C 成 立 


go)s 1 W123 -0 


ds» ds ds ” 


(4:11) 


如 果盘 
ai 一 or (U oo 十 Blu vdv, 
3 一 oa (2 Au Ba 9) dy, 
那 末 


Oi 


ds lds gu 名 +B1 名 


ds 


du \2 
de A 1 人 aw (人 ) 


du 4 
十 (an 十 Bl) 一 一 de 下 Bus( -2 2) 9 
机 人 
% 入 i +61 用 + 要) 十 2 天 下 +a( 和 至) -0， 


aa 允 人 0 4 十 B。 eo 人 ty ) ,oa 


ds ds 
由 于 ol, ws 是 独立 的 ， 
oa pi 
a Ba 


从 上 列 二 式 可 以 解 出 全 和 ，- 中 ,所 以 上 列 二 式 和 形 如 


各 +4( 潮 ) EAGANACS 2) -0, 


只 (各 am ( 千 )( 咯 )ro( 宫 )-。 


的 二 式 是 等 价 的 ， 因 此 , (4.10) , (4.11) 两 式 虽然 没有 被 写成 普通 
的 形状 ,而 其 实 是 二 阶 联 立 微分 方程 租 ， 


*0,， 
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如 果 曲 入 CO 是 连结 它 的 两 端点 的 最 短 条 , C 的 方程 
w=u(s), 9 一 0(8) ， QO<s<L (4.12) 
必须 是 微分 方程 组 


4.13 
的 解 。 但 是 , 反 过 来 说 ,尽管 (4.12) 是 这 微分 方程 租 的 解 ,我 们 不 
能 了 广 列 制 断 曲 炎 CO 是 连 和 精 它 的 两 端点 的 最 短 秦 。 在 微 积 分 里 , 起 
了 f(z) 是 在 ec 委 z 委 0 定义 起 来 的 可 微分 画 数 , 答 出 Fe) 的 最 小 值 的 
点 必须 是 广 (o)=0 的 点 ;但 是 反 过 来 ,使 户 (z) =0 的 点 不 一 定 能 
和 给 出 jz) 的 最 小 值 。 有 时 是 了 f(x) 的 极 
大 值 , 有 时 这 不 是 极 大 又 不 是 极 小 。 在 
右 图 里 所 表示 的 醒 数 y= 了 (w) 中 ,在 Ks 
确实 f'(z)==0, 但 是 那里 度 不 是 极 大 ,又 
不 是 极 小 . 我 个 所 论 的 微分 方程 (4.13)， 


dw1 Wa W231 一 
ds ds “ds ,| 


在 把 /上 比 哈 做 f(x) 的 情况 下 相当 于 图 4-4 
广 (%) 一 0 的 式 子 。 这 表明 了 ,即使 (4.12) 是 (4:139) 的 解 , 也 没有 理 
由 立 泌 来 制 断 它 是 回 精 两 端点 的 最 短 搁 . 


可 是 , 当 (4`:12) 是 微分 方程 (4.18) 的 解 时 ,我 们 攀 定 称 它 为 测 
地 线 . 

同 画 数 f(%) 的 极 值 的 情况 有 一 个 显著 的 差别 。 在 画 数 Fw) 
的 时 候 , 象 上 图 的 天。 固然 使 Aca) 二 0, 但 是 在 a<w<b 上 无 论 
怎样 取 下 ca 的 充分 小 邻 城 ,向 且 不 能 说 f(%) 在 cs 取 极 值 。 可 是 
在 测 地 炎 的 时 候 同 这 恰恰 相反 , 就 是 说 , 如 果 曲 长 (4-12) 是 测 地 
覆 , 在 其 儿 上 的 任何 部 分 只 要 选取 充分 小 统 , 便 可 证 明 在 连 业 其 端 
点 以 ,NN 的 曲面 上 所 有 曲 多 之 中 答 定 曲 米 C 的 都 分 号 人 HN 是 最 
短 。 关于 这 个 事实 后 文中 稍 有 涉及 , 但 是 说 德 内 容 只 好 让 答 变 分 
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法 的 著 书 去 说 明了 本， 
设 在 曲面 上 有 一 条 曲 粮 0, 对 于 其 上 的 动 点 工 成 立 


dx a 
de ds eT ds o* 
从 而 
wa des 


Qa?x dw 1 de: 十 dws 
ds ds * 


ds dr Oto de + -ge 


由 (3.23) 代 入 这 里 , 便 得 到 


车-( 佑 :or( 禾 + 


W10013 十 Wa 33 ) . 
+ (ss ) es (4.14) 


es 十 


全 是 朝 着 0 的 主 法 入 的 方向 的 ， 所 以 在 0 上 的 每 一 点 它 的 守 
切 平 面 要 通过 这 点 的 曲面 法 往 的 充 要 条 
件 是 et，es 的 系数 等 于 0, 妇 


dw1 十 -03 oa =0, 


ads? ds ds 
dwa CO1 Wa 
0 Tas ds -0 


这 不 外 平 是 测 地 米 的 微分 方程 ， 因 而 得 
到 

定理 为 了 在 曲面 8 上 的 曲 禾 0O 的 各 点 广 密 切 于 0 的 平面 
要 通过 曲面 8 在 区 的 法 线 , 充 要 条 件 是 : 0 是 一 条 测 地 和 线 . 

容易 知道 ,上 列 的 微分 方程 又 可 写成 


Qdw1i 十 aa 一 dws 十 W113 (4 , 15) 
Ci ws ” 


根据 8.8, 曲面 上 的 曲 坊 的 曲率 向 量 全 福 在 切 不 面 上 的 正身 


影 , 称 为 测 地 曲率 , 而 且 革 做 bs)。 可 是 从 (4.14) 得 知 这 个 正身 
影 向 量 是 
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dow1 tt om | (2 Wi oa 
二 


所 以 


2 /do wa wa (aoa Or wi . 
如 ( 生 + 交 二 (人 和 十 全 2 ) (人 19) 


从 这 式 明 显 地 成 立 
定理 ” 测 地 厂 是 以 其 测 地 曲率 等 于 0 的 性 质 为 特征 的 , 
测 地 曲 棕 决定 于 (8.42)， 而 用 C 的 副 法 粮 5&4 把 它 表 成 
by—k (és8s), 


因而 得 到 

定理 ” 当 两 曲面 沿 一 曲名 C 相 切 时 ,这 曲 黎 的 各 点 在 两 曲面 
上 有 相同 的 测 地 曲 这 ， 

测 地 曲率 原来 表达 曲 炉 的 昨 率 向 量 在 曲面 切 平面 上 的 正 射影 
的 大 小 ,而 两 曲面 的 切 平 面 双 是 共同 的 ,从 几何 右面 也 可 以 明了 上 
述 定理 ， 

设 曲 面 S 上 有 一 条 曲 如 C0, 在 C 上 的 每 一 点 作 S 的 切 平面 ， 
这 样 产 生 了 依 束 单 参 数 的 平面 集 , 这 和 集 构成 了 以 C 在 其 各 点 的 切 
线 方 向 的 共 址 切 炉 为 母 禾 的 可 展 面 。 曲 面 S 和 这 可 展 面 在 C 上 
的 各 点 具有 同一 切 平 面 ,就 是 相 切 ,所 以 上 列 定 理 适 用 于 这 里 ， 所 
以 CO 作为 S 的 曲 欠 的 测 地 曲率 和 作为 这 可 展 面 的 曲 徐 的 测 地 曲 
雁 相 等 。 可 是 从 (4.16) 和 精 构 方程 看 出 , 测 地 曲率 称 过 等 长 变换 
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是 不 变 的 ,所 以 把 这 可 展 面 展开 到 平面 上 去 ,作为 C 的 象 而 出 现 的 
曲线 0C*” 是 一 条 不 面 曲 杰 , 它 的 申 率 和 上 面 的 测 地 曲率 是 一 致 的 ， 
因此 ,得 到 下 列 定 理 : 

定理 ”在 曲面 S$ 上 的 曲线 C 的 各 点 作 必 的 切 平 面 , 当 把 所 粗 
成 的 相 展 面 展开 到 和 平面 上 时 ,所 生成 的 象 的 在 面 曲线 C” 在 普通 意 
义 下 的 曲率 等 于 0 的 测 地 曲 达 ， 

特别 是 , 测 地 区 的 测 地 曲率 是 0, 所 以 测 地 和 线 根 据 上 述 方 法 丢 
展开 到 和 下面 上 而 成 为 直 锥 ,并 反 过 来 也 成 立 ， 

以 上 事项 是 在 黎 曼 几 何 和 其 他 几何 里 基本 概念 邹 所 铀 联 略 、 
展开 等 概念 的 根源 ,在 这 意义 上 是 非常 重要 的 . 

在 曲面 8 .上 引 0 极 的 曲 著 绝 0, 通过 0 的 各 点 绰 垂 直 于 C 
的 测 地 米 。 这 些 测 地 不在 充分 短 的 范围 内 , 互 不 相 亦 ,而 在 曲面 上 
构成 具备 下 述 性 质 的 颌 域 六 就 是 , 通过 D 的 各 点 而 且 属 于 所 论 
曲 姨 族 的 测 地 和 线 恰 恰 有 一 条 。 在 这 情况 下 我 们 部 , 所 论 的 测 地 芒 
族 在 了 上 构成 测 地 线 载 . 

设 曲 面 S 上 有 一 个 测 地 灯 场 ,选取 它们 为 % 曲 米 , 并 选 定 同 这 

测 地 简 族 直 交 的 曲 楼 ( 称 为 直 截 米 或 直 交 罗 
米 ) 为 2 曲 炎 , 就 可 得 出 参数 表示 ， 很 明显 ， 


用 这 样 的 参数 表示 可 把 曲面 的 区 素 表 成 
ds2 一 再 dia 十 Gdos (F=0). (4.17) 
图 4.7 双 可 明了 ,w% 曲 米 和 w 曲线 的 切线 向 量 el, es 
和 曲面 的 法 入 向 量 es 一 齐 构成 一 阶 标 形 族 , 并 且 
=vV BEd, w= VGd, (4.18) 
可 是 成 立 精 构 方程 
1 = [oascai] > 2 一 [wi101s] . (4 ' 19) 


在 这 里 蔷 
13 一 4 十 万 doO， 
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从 (4:19)1 导出 
(VE),[ldvau]= ~ AVG [dvdu], 


__VD, 
“< 人 


同样 得 到 
_(VO), 
SB 
所 以 
C13 一 一 


(MVE), yr CCVG)。 
VG dt dv. 


由 于 % 曲 稚 全 是 测 地 线 , 把 ws 二 0 代 到 测 地 簇 的 微分 方程 之 
一 训 


dws 1 W123 
ds? 十 ds ds 0, 


就 获得 


vB 人 


所 以 (再 ) 一 0.。 因而, 画 数 召 (w, 2) 和 ?无 关 。 如 果 把 
上 ~ Edu 
重新 写 为 %, 我 们 所 论 的 曲面 如 的 线 素 表达 式 (4.17) 变 为 如 下 的 
形状 : 
ds 一 0 十 Godo2。 (4.20) 

这 样 确 定 了 的 参数 % 显然 是 葵 定 测 地 和 线 的 弧 长 ,从 而 注意 到 这 些 
测 地 和 线 的 直 截 线 是 由 % 一 const 所 表达 的 事实 ,得 出 下 烈 定 理 : 

定理 ”总 曲面 8 上 有 一 个 测 地 线 场 , 那 末 它们 的 商 条 直 截 线 
从 宅 们 上 面 所 截 下 的 测 地 黎 段 的 长 是 一 定 的 . 

一 般 地 ,将 截 帮 并 不 是 测 地 各 ， 实 际 上 ,假如 它 也 是 测 地 米 的 
话 , 同 上 述 的 情 毗 一 样 ,可 以 导出 (VG)。=0, 从 而 w1s=0。 这 样 
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一 来 ,从 


cia=- — (a6— 62) [aicos] 一 一 天 和 oo] (4-.21) 

看 出 所 论 曲 人 面 的 Gauss 曲率 必须 等 于 0. 

稍 许 学 过 一 点 非 欧 儿 里 得 几何 的 读者 们 ,应 该 能 够 回忆 一 下 : 
在 非 欧 几 里 得 平面 上 与 一 直线 有 一 定 距 离 的 点 的 轨迹 不 成 为 容 
线 。 这 个 事实 本 来 就 是 欧 几 里 得 几何 与 非 欧 几 里 得 几何 的 显 落 的 
差别 所 在 。 我 们 在 .上 面 所 壕 的 内 容 不 妨 看 作为 这 个 事实 的 拓 广 . 

设 在 曲面 3 上 符 定 了 测 地 克 段 C0， 如 果 有 这 样 的 测 地 巷 场 ， 
在 它 的 一 条 曲 灿 上 作为 部 分 红 把 O 包含 进去 , 那 未 就 启 : 0 在 测 
地 区 场 中 彼 实 现 了 . 

在 这 样 的 情况 下 可 以 把 曲面 的 三 素 取 为 (4.20) 的 形状 . 更 
在 , 设 C 在 %=vo 上 而 且 它 的 端点 是 4 (6,w60) ，B(i v0), 那 未 


一 一 一 《的 长 是 风 -w， 问 千 4 了 而 且 在 所 更 的 
二 二 ” 测 地 黎 场 中 的 其 他 任何 曲 儿 是 由 2 一 v(w) 所 
3 表示 的 ,而 且 它 的 长 决定 于 


国 这 值 是 > 中 一 wm。 所 以 得 到 下 列 定 理 : 

定理 ”如 果 在 曲面 S 上 测 地 粮 狐 C 能 够 疏 实现 在 测 地 和 线 场 
中 , 那 示 在 违 千 0 的 端点 4, 8 而且 属 于 这 场 中 的 曲 米 里, 0 是 最 
短 的 . 

当 测 地 薰 眉 4B 上 比 它 所 在 的 适当 地 小 邻 域 中 连结 4, B 的 任 
何 曲 嫉 都 来 得 短 些 时 , 称 为 具备 相对 最 短 性 质 ， 上 和 列 定 理 表 明 , 如 
果 4 能够 在 测 地 线 场 中 实现 , 它 是 相对 地 最 短 的 。 但 是 , 当 任 意 
地 答 定 了 测 地 禾 眉 48 时 ， 不 一 定 能 够 在 测 地 线 场 中 得 到 实现 . 
例如 , 心 持 逢 a 的 球面 的 一 条 子午 糖 从 南极 台 起 越过 北极 Y 而 男 
成 一 条 优 皆 SMW 宁 ， 把 平面 SMN 科 球 心 0 的 周围 回转 微小 角 
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40, 设 所 生成 的 子午 名 是 SM'N。 这 样 一 来 ,SWINT 的 长 
一 {S27 认 十 刘 站 } 的 长 .可 是 折 区 5M' 认 十 闻 Y 在 北极 W 有 一 角 
点 。 从 而 , 在 这 角 点 的 两 侧 如 图 所 示 选 取 靠 近 写 的 两 点 P,Q 并 
用 大 图 绝 连 千 起 来 ， 
EN + NO > Bo. 

因此 , SM 扫 + 全 的 长 比 SUNY 
的 长 来 得 短 些 ，49 是 任意 微小 角 , 所 以 在 
葵 定 测 地 线 绝 SN 的 任何 邻近 总 有 上 比 
它 短 的 曲 禾 ， 这 就 是 说 , 这 条 测 地 粮 弧 不 
具备 相对 最 短 性 质 ， 图 人 8 

那 末 , 当 测 地 米 弧 4 被 答 定 在 曲面 上 时 , 从 点 4 到 AB 上 
的 什么 点 为 止 才 能 具备 相对 最 短 性 质 , 变 成 重要 的 问题 ， 但 是 ,由 
于 这 里 需要 变 分 学 的 知识 ,只 好 从 略 了 . 

即使 是 具备 相对 景 短 性 质 的 浏 地 疙 展 ， 在 答 定 曲面 上 连 精 其 
两 端点 的 所 有 曲 条 之 中 是 不 是 最 短 的 ， 就 是 具备 不 具备 稳 对 最 短 
性 质 呢 , 这 也 不 一 定 是 这 样 的 

【习题 】 

1. 设 曲 面 8 上 的 曲线 C 在 其 上 一 点 开 的 8 的 邹平 面 上 的 正 射影 是 曲 
线 C*, 证 明 C 在 点 开 的 测 地 曲率 等 于 C* 在 点 允 的 普通 意义 下 的 曲 奉 。 

2. 在 平面 上 有 不 相交 的 直线 1 和 图 C. 当 以 ! 为 轴 回 转 这 平面 时 ，C 所 
画 的 轴 杰 称 为 环 面 ， 就 证 环 面 决 定 于 参数 夫 示 

z=7C0s$, Y=rsing, 2=asing (r=ct+acosy), 

大 求 它 的 测 地 线 。 

3. 玻 从 此 面 $ 上 的 一 点 了 发 出 的 一 条 测 地 入 是 00, 在 曲面 上 预先 选 定 
榜 开 的 正 回 央 方向 ,而 且 对 点 1 的 邻 域内 的 一 点 P， 发 测 地 稻 了 方 和 on 所 
成 的 角 是 p, 服 长 M 记 是 *(r 是 适当 小 的 正 数 ) , 称 (7 9) 为 以 点 到 为 原点 
的 测 地 极 坐标 。 称 用 + = 一 定数 输 定 的 曲线 为 测 地 图 (或 距离 关 ) 。 姓 明 在 测 
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地 极 华 标 桑 之 下， 


ds2=d72+ G (7, P) dp2, 


四 1 GV 
Fo-VE  or 
《距离 图 的 测 地 曲率 一 般 地 不 是 常数 。 有 时 称 测 地 曲率 是 一 定 的 曲线 为 测 地 


曲率 图 .) 
4. 考察 曲面 8 上 和 牛 径 7 的 距离 圆 , 惟 其 周 长 是 工 面积 是 下, 证 明 在 距 
离 因 的 中 心 的 5S 的 Gauss 曲率 是 


Ko=lim3. 25 人， 
ro0 可 


信和 


2 
Ko=l1im 12 -0 
r=0 涝 7 


5. 设 曲 面 上 有 两 组 分 别 依赖 一 个 参数 的 测 地 线 族 ， 如 果 不 同族 的 任何 
两 条 测 地 线 相 交 于 定 角 ,证 明 所 座 的 曲面 是 可 屡 面 ， 


性 : 马 Levi-0ivita 的 平行 性 


裔 在 在 面 上 有 一 点 卫 和 以 卫 为 端点 的 向 量 V, 以 同一 平面 上 
的 其 他 一 点 P' 为 端点 恰恰 可 引 这 样 一 条 向 量 V' ,使 和 vv 平行 而 
且 等 长 。 在 到 里 答 定 一 个 曲面 的 时 候 , 在 8 上 的 点 卫 的 8 的 向 
意味 着 8 在 三 的 切线 向 量 , 即 以 卫 为 端点 而 且 属于 8 在 王 的 
切 在 面 x 的 向 量 。 当 答 定 3 在 卫 的 一 条 向 量 Y 时 ,要 在 8 上 的 
另外 一 点 P' 的 切 平 面 x' 上 引 一 条 和 Y 下 行 而 且 等 长 的 向 量 , 由 
于 在 P, P' 的 切 平 面 -- 般 地 不是 平行 的 , 这 种 引 法 在 普通 意义 下 
是 不 可 能 的 。 但 是 ，1917 年 意大利 的 Levi-Oivita 便 程 作出 平行 
性 概念 的 拓 广 ,下 面 将 加 以 说 明 . . 
最 初 , 假定 S 是 可 展 面 。 这 时 候 , S 可 以 等 长 映 象 到 平面 上 ， 
所 以 考察 在 这 映 象 下 卫 , P' 的 对 应 点 P*, P* 以 及 在 了 的 向 量 V 
的 对 应 方向 ; 从 P* 朝 这 方向 引 一 条 同 等 长 的 向 量 w*， 又 从 P'* 
在 普通 平面 几何 的 意义 下 引 -一 条 同 v* 奉行 而 且 等 长 的 向 量 v'*。 
现在 , 设 在 上 列 等 长 映 象 下 对 应 于 v* 而 和 且 同 它 等 长 的 .在 P' 的 向 
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量 是 V', 不 妨 称 这 向 量 Y' 为 在 P' 不行 于 PP 的 向 量 7 的 向 量 . 映 
平面 到 它 本 身 的 等 长 变换 只 有 平面 上 的 普通 合同 变换 ， 所 以 向 量 
V' 是 唯一 确定 的 。 


了 


图 4.10 


当 曲 面 妨 不 是 可 展 面 时 ,就 不 能 如 上 所 述 地 进行 了 。 这 时 候 ， 
考察 在 曲面 S 上 连结 其 两 点 P,P' 的 C1 般 曲 各 COC， 在 0 的 每 一 
点 都 引 切 平面 , 这 些 平 面 是 单 参 数 平 面 族 , 所 以 包 和 络 一 个 可 展 面 . 
用 了, 来 记 它 ,在 C 的 各 点 引 S 的 切线 使 它 和 C 在 这 点 的 切线 共 
元 ,所 引 的 切 各 形成 的 下 科 面 是 TP,, 而 和 且 这 些 切 米 都 切 于 To 的 大 
线 . 

5 在 P，P' 的 切 平 面 x， mr' 分 
别 是 了 .在 点 卫 , 书 的 切 平面 。 从 
而 ,把 了 ,展开 到 不 而 上 , 设 V 是 x 
上 的 向 量 , 宅 和 ww 上 的 向 量 Y 平行 
而 且 长 度 相 等 , 我 们 说 : VY， V' 是 在 
曲面 S$ 上 沿 曲 胡 0 而 在 Levi- 
Oivita 的 意义 下 平行 的 .或 者 说 : 
向 量 Y' 是 沿 曲 业 Q 拒 向 量 Y 在 Levi-Oivita 的 意义 下 不 行 移动 
而 得 来 的 。 提 到 Levi-Oivita 的 年 行 性 ,就 要 注意 平行 这 个 语词 是 
在 许多 地 方 著 洒 初等 儿 何 中 的 同方 向 平行 并 且 长 度 相 等 的 意义 来 
使 用 的 。 

如 图 4.12 的 图 所 示 , 在 竺 径 4 的 球面 上 作出 它 和 从 0O 有 a cos 才 


图 4: 寺 
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的 距离 的 平面 的 交 粹 部 圆 C0, 在 C 上 的 一 点 4 引 球 面 的 向 量 Vo 
使 垂直 于 C0, 然后 沿 0 把 向 量 Vo 在 Levi-Oivita 意义 下 平行 移动 ， 
使 它 回 到 点 4 而 变 为 向 量 Vi, 这 向 量 和 Vo 不 一 致 。vi 的 作 图 可 
技 下 面 所 述 进 行 。 


图 4.13 


在 C 上 的 各 点 的 切 平 面包 和 络 一 个 直 图 锥 。 这 直 图 镁 在 C 上 的 
各 点 具有 同 C 垂 址 的 答 定 球面 的 切线 作为 母线 ， 现 在 把 这 直立 锥 
看 做 是 薄 狐 造成 的 ,把 它 铝 点 4 的 母线 切 开 而 展开 到 平面 上 ,如 图 
4.I2 的 右 图 所 示 ，C 的 象 是 和 牛 径 等 于 ctany, 弧 长 等 于 2za sin4$ 
的 车 弧 ， 

设 这 因 弧 的 丁 端 点 如 图 所 示 是 45, 41, 在 4% 引 秆 径 上 的 向 
量 Vo, 而 且 在 普通 意义 下 ,从 41 引 契 面 上 的 和 如 不行 的 向 量 区 ， 
这 样 一 来 ,在 点 4 引 向 量 使 亡 和 所 论 直 轩 雏 的 母线 所 成 的 角 等 于 
在 点 年 的 后 笃 和 vi 所 成 的 角 , 这 条 向 量 就 是 vi。 

很 明显 ,向 量 的 长 对 于 Levi-Oivita 的 平行 移动 是 不 变 的 。 在 
点 卫 的 两 向 量 V, Ww 沿 同一 曲 柳 在 Levi-Civita 的 意义 下 平行 移 
动 到 点 P' 之 后 ，V，W 的 交角 6 的 不 变性 从 用 也。 的 展开 所 作出 
的 Levi-Oivita 平行 性 的 几何 定义 来 看 ,几乎 是 明显 的 事实 ， 

特别 是 , 当 C 是 心 上 的 测 地 和 线 时 , 根据 定理 知道 0 也 是 曲面 
了 Te。 上 的 测 地 巷 ， 从 而 , 如 果 把 ? 展开 到 平面 上 ，C 的 象 0* 变 为 
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直线 . 由 于 在 Levi-Oivita 意义 下 平行 的 向 最 丢 展 开 到 平面 上 而 成 
为 欧 几 里 得 几何 意义 下 在 行 的 向 量 ,这 些 向 量 同 址 各 0O* 做 成 等 角 . 
可 是 在 展开 的 时 候 角 是 不 变 的 ,所 以 沿 测 地 黎 yg 在 Levi-Oivita 章 
义 下 平行 的 向 量 同 g 恒 成 等 角 。 特别 是 ， 测 地 和 线 的 切线 沿 这 测 地 
稳 本 身 是 在 Levi-Qivita 意义 下 平行 的 。 在 这 意义 下 ,有 时 称 测 地 
黎 为 自 平 行 曲 厂 。 这 恰恰 相当 于 平面 上 直 炎 是 笔直 的 颖 这 个 事实 
的 拓 广 , 

现在 ,为 了 求 出 Levi-Civita 平行 性 的 分 析 式 , 将 考察 把 可 展 
面 了 ,等 长 地 上 映 象 到 平面 上 的 过 程 。 可 展 面 是 一 种 直 烙 面 ,而 它 的 
母 禾 是 袖 称 为 并 名 的 一 条 曲 如 的 切 秋 ， 并 且 在 一 条 母 秋 上 的 各 点 
的 切 平 面 重合 一 至， 从 而 切 焉 面 依赖 
单 套数 。 相 邻 的 两 切 平 面 的 交 萎 就 是 
母线 ,而 所 座 的 直 才 面 是 在 图 4-13 这 
样 的 图 形 里 相 邻 的 母线 无 限 接近 时 的 
极限 图 形 。 要 把 这 曲面 展开 到 平面 
上 ,在 右 图 说 来 是 这 样 的 :把 母线 ga 的 
右 便 的 平面 粮 轴 9: 回转 , 使 与 9 的 
左 便 的 平面 重合 ， 又 把 这 样 得 出 来 的 图 4.13 
图 形 黎 轴 9s 回转 , 使 与 gs 的 左 倒 的 平面 重合 , 以 下 反复 作出 同样 
的 操作 ,在 母线 g,-1 的 右 倒 把 这 样 生 成 的 在 面纱 9_+ 国 回 转 , 使 
与 gr 的 左 便 的 平面 重合 ;这 样 一 来 , 右 图 的 图 形 就 古 展 开 到 一 璐 
面 去 。 

把 这 个 事情 控 在 脑子 里 ,应 项 看 出 下 述 事项 的 必要 性 。 就 是 : 
为 了 讨论 Levi-Oivita 三 行 性 ,在 平行 移动 束 以 实现 的 所 沿 曲 各 上 
取 两 个 无 限 邻 近 点 已 人 2) ,了 P'(w 十 du, Vv 十 dv) , 设 在 这 两 点 的 切 
平面 x, ww 相交 于 直线 六 当 把 w' 绪 轴 了 回转 使 重合 于 zx 时 ,我 们 
求 检 查 上 和 w' 上 客 费 哪些 向 量 是 互相 平行 的 ， 
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普 先 在 曲面 上 的 各 点 各 取 一 个 一 阶 标 形 ， 使 其 全 体 做 成 一 个 
连 秆 族 。 这 样 一 来 , S 在 点 了 (wu, 2) 的 切 平面 上 上 的 向 量 是 由 形 
如 


A181 十 和 a8» 
的 式 子 所 表达 的 ,并 且 在 无 限 接 近 卫 的 点 P'(w+du, v 十 dv) 的 切 
平面 x' 上 的 向 量 也 是 同样 地 由 
Xie! 十 和 A285 (4.22) 
所 表达 的 ，ei， es 是 无 限 接近 e1, ea 的 ,所 以 成 立 
ei 一 el 十 del， 6 一 6 二 des 
从 而 (4 22) 又 决定 于 
Ai(e1+dei) + (estdes). 
可 是 卫 , P' 是 无 限 接近 的 ,在 点 P' 能 够 和 向 量 和 hej 十 hses 在 Levi- 
Oivita 意义 下 平行 的 向 量 ， 同 原 向 量 只 应 该 有 无 穷 小 的 支 量 的 差 
异 而 已 ,所 以 它 的 支 量 是 由 形 如 
(M+dAi) (el 二 dei) 十 (Xda (e+ des) (4.23) 
的 式 子 所 表达 的 , 

以 ,ww' 的 交 米 [为 烛 , 把 ww' 回转 使 重合 于 =; 我 们 要 找寻 
的 是 和 ei 十 X282z 的 象 向 量 ,为 此 只 须 求 出 et-Hdei, es 十 des 在 这 回 
转 后 的 象 ,而 且 对 这 些 象 乘 上 入 十 dA1, 和 十 dhs 来 作出 线性 粗 合 就 
够 了 ， 

可 是 当 绪 珊 7 回转 w' 使 与 x 
重合 时 , 回 圭 角 9 是 无 穷 小 量 , 所 
以 ei 十 0el 的 象 向 量 与 el 二 del 在 
wm 上 的 正 射影 向 量 et 十 Se 的 差别 
关于 无 穷 小 9 是 二 次 的 。 因此 , 把 
二 次 的 无 穷 小 量 略 而 不 计 , 回转 
图 4.14 61 十 de1 之 后 的 象 向 量 等 于 el 十 6e 
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从 而 可 以 用 后 者 来 伐 区 前 者 。 
可 是 Se 是 在 de; 中 赂 去 es 的 一 项 的 ,所 以 决定 于 


Gel = wiaBs , | (4.24) 
682 ~ azlel 。 
从 此 得 到 向 量 
(Ga 十 ON (el 二 de + (Ms 十 da) (ez 十 dea) 
的 象 向 量 
(M+dh) (el 十 6el) 十 (和 a 十 Ga) (8s +68,) 
= (M+ dA Aha) el 十 (ja 十 da 十 和 ioia)ea。 
当 这 同 Aielt 十 和 aes 平行 而 且 等 长 时 , 即 当 
Qi 十 和 sa 一 0， } (4.25) 
CA 十 Xiols 一 0 


时 ,在 PP 的 向 量 和 ei 十 zes 和 在 P' 的 向 量 
(Ni 十 oa)eir 十 (5 十 Ga)e9 

在 Levi-Oivita 意义 下 是 平行 的 , 

当 曲 面 S 上 的 两 点 Po, Pi 相 踊 有 限 距 离 时 ,用 0: 航 的 曲 糖 
0 连 糙 这 两 点 ,而 且 要 把 在 点 Po lwo, wo) 的 向 量 Me? 十 2e3 (其 中 
681, 8@2 表示 在 点 (u，2o) 的 标 形 的 向 量 ) 沿 0 平行 移动 到 Pi, 来 决 
定 所 生成 的 向 量 。 为 此 , 训 0 的 方程 是 

U=V(s), v=U(s), EITCst, 


并 且 点 Po, PDP; 对 应 于 s 的 值 ,51、 那 末 求 出 微分 方程 


全 和 0 
A (4.26) 
-fa 12 _. 
ds th gs 0 
在 初始 条 件 :“ 当 s=so 时 , 和 i 一 站 ,和 2 一 3” 之 下 的 解 入 (8) , 和 a (8); 


所 求 的 向 量 就 决定 于 
A (81) ©1(81) + As (Ss1) ea (81), 
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在 Levi-Oivita 平行 性 之 下 向 量 的 长 的 不 变性 质 和 两 个 向 量 
的 交角 的 不 变性 质 都 是 从 几何 方面 容易 明了 的 事实 ; 但 是 如 果 用 
分 析 厂 法 来 旋 明 ， 只 须 关 明 两 个 向 量 的 数量 积 是 不 变 的 。 可 是 当 
两 向 量 Maez 十 和 ses，Hiei 十 aes 沿 曲线 C 是 在 Levi-Oivita 意义 下 
平行 时 ,从 (4.26) 和 关于 jt, hs 的 类 似 式 立 剂 导出 


Qa thapes) 一 0 


Levi-Civita 的 平行 性 与 初等 几何 中 的 平行 性 尽管 有 很 多 类 
似 的 性 质 ,但 是 这 里 有 一 个 重大 的 差别 。 那 就 是 , 当 在 一 点 4 的 向 
量 平行 移 到 点 B 时 , 必须 指定 连 4 到 B 的 曲名 0, 并 且 必 须 说 出 
“ 洛 07 这 和 句 疾 。 如 果 选 取 
另外 连 4 到 刀 的 曲线 已， 
对 于 在 4 的 同一 向 量 vo 
所 引 在 如 的 平行 向 量 Vi， 
有 1 一 般 地 是 不 相同 的 . 换 
图 4-15 时 之, 设 C1 是 0 向 反对 
方向 进行 的 曲线 ， 把 ve 沿 于 曲线 0 二 O07! 在 Levi-Oivita 意义 下 
平行 移动 之 后 ,在 4 所 生成 的 问 量 一 般 地 不 重合 于 Vvo。 读者 们 可 
参照 前 面 所 举 的 沿 球面 上 的 图 的 Levi-Civita 意义 下 的 平行 移动 
例子 . 
【习题 】 
设 在 曲面 上 浪人 参数 曲 重 %= xzoy 4=W0 十 du 2 二 Voy 9 二 V0 十 4 (du, do 无 
穷 小 量 ) 所 图 成 的 四 边 形 把 在 起 点 (uo, v0) 的 以 jzy xs 为 支 量 的 切线 向 量 在 


Levi-Civita 意义 下 平行 移动 一 周 之 后 ， 所 生成 的 向 量 的 支 量 是 Xi 十 41 
Xe 十 da 证明 4 = 一 (FXGha) Kdudv, drg= (BA + Fh) Kdvdy. 


答 : 生 ”Frobenius 定理 
我 们 在 3.2 角 番 叙述 , 把 两 变数 wo 4 的 Pfa 人 f 形式 置 为 0 的 


4.4_Frobenius 定 理 。 If7 


式 子 
A(lw, vdut By, v)av=0, 
当 B#0 时 ,不 外 乎 是 微分 方程 
dav 4 
du 五。 


为 了 对 下 节 作 准备 , 在 本 节 将 讨论 把 m 个 变数 的 7 个 Pfaff 形式 
转 为 0 的 方程 组 ; 如 .上 所 述 一 样 ， 虽 然 不 能 把 这 租 的 解 明 显 地 表 
出 ,但 作为 联 立 微分 方程 家 来 考察 ,将 证 明 其 解 的 存在 . 
考察 m 个 变数 wy za om 芍 7(7 二 m) 个 Pfaff 形 式 
0 = Aaa (8) dw (4.27) 
其 中 假定 
a, BE 一 1 2 NM, D 一 2 0 
当然 , 4 (z) 都 是 在 数 空间 (%1，…, zw) 的 同一 舍 域 D 定义 起 来 
的 07 般 画 数 ， 
我 们 还 假定 bo 是 独立 的 ,就 是 在 D 的 各 点 ( 4。 ) 的 秩 等 于 


设 (ww, Ua，…，, ws) 是 在 某 僻 域 0 内 变动 的 个 变数 。 当 在 U 
定义 起 来 的 m 个 画 数 
0 一 0 Ys) (4.28) 
改 代 到 0. 而 使 90。 恒 等 于 0 时 ,就 是 当 
A (2 (0)) Ber -0 (cy b,ce=1,2,..,s) (4-29) 
成 立时 ,在 D 内 由 (4.28) 所 定义 的 3， 维 曲 面 称 为 微分 方程 租 
0.=0 (a=1,2, ,7) (4.30) 
的 积分 流 形 . 
如 果 从 (4.:28) 消 去 参 变数 内 ，…， %, 积分 流 形 又 可 写成 下 列 
形式 : 
Ci Tey Tm) =0, PD=8+t1, ,mMm, (4.81) 
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如 有 必要 ,调换 指标 号 码 之 后 也 可 局 部 地 写成 
Tp= Tp WV1y Ooe) DPD=8+1,, m, (4:32) 
很 明显 ,为 了 按 (4.32) 表 达 的 曲面 要 变 成 积分 流 形 ,条 件 是 
4uo(ooy ta (D6)) + Es Anp (Vo, Ta lwo)) 3 2 一 0， (4.33) 


式 中 @, 8, 6 二 1, 2 …，8S; p, 9 二 8 十 1 ， 

我 们 特别 地 考察 s 一 m 一 7 的 情况 。 通过 思 的 任意 上 Mo 而 
在 Wo 的 适当 小 邻 域 里 存在 (4-30) 的 m 一 7 稚 积分 流 形 时 , 称 微分 
方程 租 (4.30) 为 完全 可 积分 的 . 

我 们 将 求 出 (4.30) 要 是 完全 可 积分 的 充 要 条 件 。 

首先 ,作为 必要 条 件 容 易 看 出 下 述 事 项 : 

微分 方程 2 一 0 的 积分 流 形 一 定 同时 使 0, 的 外 微 商 等 于 0。 

实际 上 , 设 (4:28) 是 9 一 0 的 积分 流 形 , 那 末 成 立 

A (vl) ) -Be 一 0， 


这 式 对 于 UU 内 的 任意 的 妈 都 必须 成 立 , 所 以 


O40 Dr 2 Ow 
“ap, -Bo Bo 0 十 4 一 一 人 Ba Bt Advw, = 0, 
从 此 和 dvs 作 外 积 ; 由 于 如 -部 - 关于 4,5 是 对 称 的 ,得 到 
OA,. Om, DOx - 
Be Bo Fo, Bo du |=0 


郎 
[dd46, dr] =0。 
这 式 的 左边 不 外 平 是 9, 的 外 微 商 ， 
bu 是 独立 的 ,从 而 矩阵 《464) 的 秩 数 是 7。 我 们 考察 DD 的 点 
Mo 的 适当 小 邻 域 Do; 必要 时 ,调换 指标 1，2,…, m 而 且 假 定 
det| Aap| #0,，%=m—7+1,…, m, (4.338)! 
这 样 一 来 ,关于 az 可 以 由 下 式 解 出 : 
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0,.= das drat Aap dry, 
由 此 可 见 , dzwp 是 作为 dvs 和 0 的 线性 和 组合 表达 出 来 的 .所 以 dp。 
这 一 个 外 微 商 确实 是 [dz; gov] 的 线性 粗 合 ,这 里 把 它 表 成 为 


化 一 于 Cuos[dasdai] 十 Daoe[daabga 十 于 到 or[go0)]. 


可 是 当 (4.30) 是 完全 可 积分 时 ,对 于 这 积分 流 形 , 成 立 和 =0 
的 同时 ,还 成 立 db。 一 0， 从 上 式 必 须 在 Do 成 立 
Ouay [deo dw] 一 0 
但 是 ,通过 Do 的 各 点 必 存 在 mr 一 7? 杂 积 分 流 形 ,所 以 这 式 意味 着 


Caay (2) 三 0, 
此 ,成 立 关 系 式 
b= DaaoL drsda] + Bossyl0s07], (4.34) 
这 关系 式 可 以 改写 为 
Ou 一 [bcou] 十 [0awa2] 士 … 十 [0,war] 9 (4: 35) 
式 中 
Wap = ~— Daag dra 吉 Eaps0y, (4 “ 36) 
这 样 ,得 到 了 下 烈 的 重要 定理 : 


定理 (Erobenius) ”微分 方程 得 9s。 一 0(a= 一 1,，2,，…, 7) 要 变 
为 完全 可 积分 的 充 要 条 件 是 ,外 微 商 bx 可 以 表 成 (4.35) 的 形式 。 

如 果 借 代数 学 的 术语 来 表达 ,这 时 称 为 : bu 属于 由 01， 03,，…， 
9, 生成 的 环 . 

钱 明 ”必要 性 已 狗 证 明 过 , 所 以 下 面 证 明 充 分 性 。 为 了 要 导 
出 诈 明 中 所 必需 的 关系 式 ， 暂 时 取 已 逃 知 道 了 是 完全 可 积分 的 
Pfaff 方程 租 9 一 0 来 讨论 ， 

如 上 所 壕 , 在 如 的 一 点 Mo 的 适当 小 邻 域 里 不 妨 假 定 

det, Au, (2) | #¥0., 
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这 时 ,关于 qzo 可 以 由 名 一 0 解 出 ,部 从 
4 con 十 4up de, =0 


得 出 ， 
dv, =— — Br Avs ds, (4.37) 
式 中 (Bw”) 表示 (Aoo) 的 道 托 阵 . 
如 果 904 一 0 是 完全 可 积分 , 那 示 通过 Mo 的 邻 域 的 每 一 点 ， 各 
各 有 形 如 


falT1y 1, wm) 一 0 (a 一 工 7) (4.88) 
的 积分 流 形 ， 导 微 它 , 便 得 到 
ofa oj J _- . 
pp da 十 pe dzp ? (4.39) 


而 (4.37) 式 必 须 是 因为 (4.38) , (4.39) 的 成 立 而 变 成 恒等式 的 。 
可 是 fo 是 独立 的 画 数 ，(4up) 的 秩 数 是 ", 所 以 性 :37) 与 (4.39) 
在 他 38) 成 立 的 情况 下 必须 是 等 价 的 。 因 此 ,从 (4.37) 式 看 出 ,所 
论 的 积分 曲面 可 以 写成 


wp ~ p(X1, **, Vm-r) 3 (4.40) 
才 且 成 立 
Do ppa 
Bz. 和 B? 4ua。 (4 41) 


现在 考察 mi, …， on _， 等 变数 作成 的 m 一 + 徐 数 平面 和 其 一 
点 戏 (oy 是 点 Mo 的 华 标 , 邓 是 其 一 部 分 ) 的 邻 城 ， 通 过 双 的 次 各 
可 以 写成 


we — wet (€a: 常数 )。 (4.42) 
由 于 
Co 
toe 一 (4.49) 


两 边 乘 (4 .41) 的 车 果 ， 
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Le， 6 ©), (4.44) 


式 中 成 立 

po ay bo 站 一 一 Bo oo Aao (Eot, Wa) Ea, (4.45) 
这 就 是 说 , 通过 点 藤 的 积分 流 形 是 可 以 写 为 (4:40) 的 形式 的 ;如 
果 把 mm，…，2o 车 为 (4.42)， 那 末 它 们 的 本 数 x 是 微分 方程 租 
(4.44) 在 初始 条 件 :“ 当 #=0 时 , w, 一 wp” 下 的 解 . 

以 上 是 准备 阶段 ,现在 要 转 到 本 定理 的 证 明 。 假 定 在 m 厅 数 
空间 的 全域 D 的 任意 点 Wo, bx 属于 gu 所 作成 的 环 , 只 要 关 明 在 
加。 的 充分 小 邻 域 里 m 一 7? 条 积分 流 形 必 存 在 。 我们 有 必要 时 , 调 
整 指 标号 数 , 便 不 妨 假定 在 MMo 的 邻 域 里 det | ho | 二 0。 因此, 就 
可 考 签 常 微分 方程 租 (4.44) , 且 作 出 它 在 初始 条 件 : 

“ 当 t 一 0 时 , ww, 一 229” 
之 下 的 解 , 并 如 为 
0 一 0 (Eo, t, ve, 00)。 


从 (4.44) , (4.45) 的 形状 也 可 改写 它 为 


— &, 0 0 
mr 一 oo 人 (全 ， Ct, Wa, a). 


因为 它 关 于 任意 的 。 都 成 立 , 重 e 一 工 ,， 便 得 到 


2 一 2p (Et, 1, v2, 09). 
从 (4.42) 看 来 ,这 意味 着 它 还 可 写成 
wp = Wp (oy Py La), (4.46) 
我 们 下 面 将 证 明 这 就 是 通过 点 Wo(ex) 的 积分 流 形 ,也 就 是 说 : 
(4.42) ，(4.46) 是 通过 点 Wo 的 积分 流 形 的 参数 表示 ， 
为 此 ,把 (4.42) ，(4…46) 代 进 9, 便 看 出 
bs= Pao lt, Padést Palé, Dt, 
而 其 实 , 右 边 的 第 二 项 并 不 出 现 . 这 是 因为 , 当 固定 如 时 , (4.42)， 
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全.46) 合成 一 起 变 为 bs。 一 0 的 解 ， 因 而 ， 


te-: Paalé, tadéo, {4:47) 
可 是 从 定理 的 假设 成 并 
be 一 会 [oocno] 3 (4.48) 


was 也 是 do 的 一 次 形式 ,而 且 从 (4 向 ) ，(4.46) 代 进 这 旦 之 后 ， 
Wap = Qaa éo, ft) dt+ Qape Es, t) dé, 
所 以 上 式 的 右边 变 为 
PosQaaldéadt] + Lx Ld és], 
而 且 左边 变 为 ， 
Se [dt déo] + [*] Laé, dé 


在 这 些 式 中 [x*j 表 示 不 必要 知道 其 值 的 系数 。 因 此 ,从 (4.48) 导 出 
关系 式 


2 十 QaueP po 一 0。 (4 " 49) 


我 们 看 到 了 , 对 于 每 一 个 值 4(& 一 1，2,…, 名 一 个 ，7 个 画 数 

Pu 1t) 是 同一 偏 微分 方程 狂 〈4.49) 的 解 。 可 是 当 i 二 0 时 ,由 
(4.42) ，(4 .46) 答 出 的 wz; 元 论 怎 样 变动 6 总 表 同 一 点 Mo(zi) ， 
所 以 当 ti=0 时 ,无 论 5&4 怎样 ，dwo 一 G0 4dt, dzp 一 pd， 从 而 94 同 
at 成 比例 。 因 而 从 (4.47) 看 出 给 的 系数 是 0 的 同时 ， 

Pualé, 0) 一 0. 
这 样 一 来 ,按照 微分 方程 租 (4.49) 的 解 的 唯一 性 获得 

Paalé, t)=0, 
就 是 说 ,把 由 (4.42) ，(4.46) 苍 出 的 wy wo 代 人 和， 便 恒 等 于 0， 
这 表明 了 ,(4.42) , (4.46) 式 是 通过 点 Wo 的 9 二 0 的 积分 流 形 的 
参数 表示 。 因 此 , 已 烃 明 确 了 通过 Mo 的 mr 一 ” 从 积分 流 形 的 存 
在 ， 因 为 疙 ,是 也 的 任意 点 , (4.30) 在 DD 是 完全 可 秘 分 的 。 
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人 和气 ”曲面 的 等 长 对 应 
我 们 以 前 鲁 炮 讲 了 两 曲面 S,S 是 等 长 的 定义 ,并 且 关 明了 两 
曲面 S,S 要 变 成 等 长 的 充 要 条 件 是 :在 它们 上 面 适当 地 选 定 一 阶 
标 形 的 连续 对 , 可 以 使 关于 这 些 一 阶 标 形 的 相对 支 量 之 问 成 立 
WI cg 一 O3。 (4.50) 
但 是 ,这 些 条 件 式 本 身 是 微分 方程 ,而 且 OW1, Wa; W1, Wa 又 不 是 关 
于 Frenet 标 形 的 支 量 , 因此 上 列 条 件 式 并 不 是 用 两 曲面 的 不 变 式 
表达 起 来 的 . 
下 面 将 用 (和 50) 进 一 步 找寻 曲面 5, 5 变 为 等 长 的 必要 条 件 ， 
而 且 册 来 叙述 怎样 按照 两 曲面 的 不 变 式 制 别 它们 是 否 等 长 的 方 
法 . 
首先 , 当 两 曲面 5, S 是 等 长 时 , 假定 已 选 好 标 形 族 使 (4.50) 
成 立 ， 由 于 ws 一 0, ws 一 0, 外 导 微 (4.50)1 之 后 ， 
[wscsjl] = [Gac021] b 
由 此 再 从 (450) 得 出 
Los (aaa 一 oaa) ] 一 0. 
同样 ,从 \4.50)s 获得 
[ol (ol 一 ola) ] 一 0. 
在 这 里 应 用 Cartan 引 理 得 知 wls 一 aaa 讼 要 是 wwol， 双 要 是 Boa. 
为 此 ;必须 是 a=B86 一 0, 所 以 知道 
W139 — 12, (4.51) 
现在 ,外 导 微 (4 所 ) 的 画 边 , 寿 按 (8.107)1 式 改写 ， 
[walawsa] 一 [wasaawsa] 。 
如 果 把 关系 式 
cl13 一 CI 十 Das， } 


0033 一 bw1 十 Co3y》 
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Oils 一 GD1 十 Das， 
23 601+ 002 } 
代 和 天 上 式 , 便 获得 
(gc — 6°) [ww 一 (cc 一 2 [oaxos]， 
而 且 从 (4.50) 淖 出 关系 式 
Ce 一 0 一 0C 一 82. 
按照 (3.51) 看 来 ,这 式 的 两 边 分 别 地 是 曲面 8, S 的 Gauss 曲率 
五 ， 玫 ， 因 此 ,得 到 
定理 (Gauss) ”如果 两 辕 面 是 互 为 等 长 ,在 对 应 点 的 Gauss 旦 
牵 必 相等 。 : 
以 上 是 蕉 备 阶 段 ,现在 将 求 出 两 曲面 S, S 要 互 为 等 长 的 充 要 
条 件 。 对 这 半 题 区 分 种 种 的 情 沈 进行 寻 论 ， 
1° 是 常数 的 情 沈 . 
同 S 等 长 的 曲面 S 也 必须 有 同一 常数 的 Gauss 曲率 。 可 是 
两 曲面 以 同一 常数 到 为 其 Gauss 曲 球 也 是 为 了 等 长 的 充分 条 件 。 
实际 上 ,这 时 按 归 Frobenius 定理 得 知 ,对 Pfa 们 方程 租 
I) aog 一 03， W121 (4.52) 
应 用 关系 式 
wo 一 [wsowa] ， Qi 一 fososi] ， 
2 一 twaola] ， CO 一 foawis] ， 
aqa 一 一 玉 [oacos] ; 13= — KEwi02], 
便 明 了 (4.52) 是 完全 可 积分 的 。(4.52) 是 8 的 参数 ww 和 参数 9 
(入 法 线 的 回 灰 角 ) 以 及 全 的 类 似 参 数 4,v, 5 等 大 个 变数 作成 的 
数 空间 Ee 的 三 个 Pta 任 大 程 组 。 所 以 它 的 解 变 为 
uf) 2 一 9 0), 0 一 pe 0), (4.53) 
w=f(&, cj) ， 9 一 96 CD ， 5 一 (co CD ， (4.54) 
式 中 各 ,6 和 表示 每 一 个 积分 曲面 的 参数 ,ci, ca cs 是 赖 以 区 则 
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积分 曲面 的 参数 . 在 这 里 , 通过 Be 的 任意 点 可 引 这 积分 曲面 ,所 
以 六 个 画 数 f，9, 及, 1，9， 是 互相 独立 的 陶 数 ,从 而 1,9， 当 
然 互相 间 是 独立 的 。 因 此 ,在 (4-53) 把 大 个 参数 妈 , ci 中 的 适当 的 
三 个 解 出 ,使 每 个 成 为 其 余 三 个 参数 和 ,v9 的 醒 数 。 因 为 无 论 
对 哪 三 个 讨论 方法 总 是 一 样 的 ,假定 ,ta，&s 是 作为 cly cay cs 和 
4, D0， 的 画 数 表达 的 。 就 是 假定 
4 一 由 (cl Cas csy WO D)。 
把 这 式 代 人 (4.54) 式 里 , 便 得 到 
U=F(uw, vo, 0, ci; Ca, C3)) 
v=G (uy, o, 0, 61, C3, C3)» (4.55) 
0=H(u, v, 0, 61, €3, C8). 
如 果 对 于 S 上 任意 点 (Wo, w) 的 任何 方向 bo 共 定 对 应 的 5 
上 的 任意 点 (Ww, Ww) 和 方向 ， 那 末 可 以 决定 一 组 常数 61, 63, cs 
使 这 些 互相 对 应 ， 这 样 固定 了 61, cs, cs 之 后 ;注意 到 
W111 9, Odutbi(y, v, 0) do, 
0 一 0 (也 而， Adut bu, Y, ds, 
而 从 (4.55) 代 大 关系 式 0 一 %m1, 便 看 出 
0 五 ,十 DG =-0。 


各 样 , 候 
Oa — Ta du + bs av, 
又 获得 
Ca 十 paGr 一 0 
可 是 wa cos 是 独立 的 , 序 
| a 2 
2 BL, 
所 以 Fo 一 0, G6 一 0, 就 是 五 , G 都 不 含有 0， 因 而 看 出 
UF, 0，cy Ga, C3) | 
v= GW, 0 C1 Ga, C3)}; 


(4.56) 
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-= 万 (wo 0, cy Ca, cs)。 (4.57) 

假如 按照 (4.56) 葵 定 的 关系 来 建立 S,S 间 的 点 对 应 , 那 末 用 
{4.57) 作 出 标 形 的 对 应 之 后 ,可 以 使 (4.52) 式 成 立 ， 这 表明 了 ,可 
以 有 三 个 参 变数 的 自由 度 使 曲面 S 等 长 对 应 于 SS. 上。 因此 , 成 立 

定理 ”Gauss 曲率 太 是 相等 的 常数 的 两 曲面 可 以 有 三 个 参 变 
数 的 自由 度 互相 等 长 对 应 于 其 他 . 

特别 是 ，Gauss 曲率 一 定 的 曲面 ( 称 为 常 曲率 曲面 ) 可 以 有 三 
个 自由 许 等 长 映 象 到 它 本 身上 。 这 个 事实 如 后 文 所 述 , 同 非 欧 几 
里 得 几何 有 密切 的 关系 ， 

2° K 不 是 常数 的 情 疯 ， 

假设 两 曲面 58,S 互相 等 长 对 应 ,而 且 在 对 应 点 已 选 好 标 形 使 
成 立 


W1 = 1, cg 一 G0g， cl3 一 Cla。 (4.58) 
已 辉 看 到 了 在 S,S 的 对 应 点 玉 与 及 的 值 恒 是 相等 ， 原 来 , 可 以 
写 下 
dK =— Kiwit+ Kaws, 
a Rt Re | 459) 
如 时 注意 到 在 S, 仿 的 对 应 点 玉 = 民 以 及 存在 关系 (4.58) 等 事实 ， 
便 获 得 
(Ki~— Ki)wi+ (Ks—K2) wa=0, 
从 而 
K,= EE, K,= EK,. 
因为 及 不 是 常数 , 在 曲面 S 上 这 样 选取 新 的 一 阶 标 形 , 使 在 
其 各 点 削 过 它 的 曲 多 及 const. 的 切线 方向 变 成 新 标 形 的 向 量 
@2。 这 样 一 来 ,发 生 了 从 标 形 (Meiezes) 到 新 标 形 (Meie;e3) 的 变 
换 如 下 : 
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et 一 6lc0g 中 一 63 | 


e2 一 elsin 中 十 escos 中 ， (4:60) 
es 一 6s， 

井上 且 容 易 明 了 ;从 1 Wa W192 到 新 的 相对 支 量 的 变换 决定 于 
WI1 = 1 C08 — wasin@, 


w2= W188in $+wa cos, (4.61) 


oj 一 ol 一 4. 
ez 是 向 曲线 玉 一 const. 引 的 切线 这 个 事实 意味 着 瓦 一 const. 即 
dK =0 这 个 曲线 族 与 m1 一 0 即 曲 线 族 ol cos 中 = aasin 重合 一 
致 。 这 样 选 定 了 中 之 后 ,很 明显 地 
aK=Kiw (天 2 一 0) ， . 

式 中 记 ，K; 是 用 oi, 2 按照 (4.59)1 的 类 似 式 定义 起 来 的 画 
数 . 

现在 对 S 的 标 形 天 616s6s 也 同 对 8 的 一 样 ,用 同一 $ 而 运用 
(4.60) 型 的 变换 ;从 @ 到 w* 的 变换 式 是 在 (4.61) 中 分 别 用 Gy， 不 
调换 w, w* 而 得 来 的 。 所 以 从 (4.58) 成 立 

过 一 本， = w= 
另外 ,在 8, $ 的 对 应 点 玉 和 下 恒 相 等 ， 
dE=dK = Kw = Ri!, 
从 而 对 于 5 的 新 标 形 (M516; 村 ;) 也 成 立 
dR=—Kiw: (KEK:=0), 

就 是 识 , 可 是 曲线 下 =const. 在 再 的 切 各. 

因此 ,性 便 上 上 略 去 * 符 而 仍 洛 用 原 记号 , 便 看 出 : 在 S,S 上 分 
别 地 可 以 选取 一 阶 标 形 ,使 下 烈 关系 式 成 立 : 

1 = 1) wa—02, 13 = O12) 
dK=Ko, dR=Fw. } 
在 这 样 的 标 形 选 定 下 ,在 8, S 的 对 应 点 不 仅 成 立 


(4.62) 
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K=R, 
而 且 很 明显 地 还 有 关系 
Ki= Ki, »— Ks=0. 
a) ,Ki 是 0 的 独立 画 数 的 情 邵 ， 这 时 ,关于 使 关系 式 
(4.:62) 成 立 的 标 形 写 下 
Ki = Km Ki,a03, 
其 中 系数 11， 并 la 可 以 看 做 人 ，Ki 的 画 数 。 就 是 
Ki=fi(K, Ki), Kis=fa(K, Ki1). (4.68) 
可 是 对 于 六 也 成 立 


AKi = Ki101 + Ki , 
而 县 在 和 S 的 对 应 点 玉 二 尺 ，K1 王 KK1, 所 以 从 (4.62) 得 知 
Kii=Kis, Kis=K1,. 
因此 ,在 总 上 也 成 立 
Kr=fi(K, Fi), EK,=fa(K, EK,), (4.64) 
而 且 (4.63) 式 中 的 户 , fs 和 (4-64) 式 中 的 方 , fa 是 同一 丽 数 . 
反 过 来 ,我 们 在 两 曲面 S$, S 上 选取 标 形 使 


Ks=0, Ka=0 (4.65) 
成 立 。 这 时 ,如 果 KK, 天: 是 互 为 独立 的 落 数 , 那 示 按照 两 式 
K=K, 天 一天， (4:66) 


来 确定 两 曲面 上 的 点 对 应 。 假 如 在 (4.63) ，(4.64) 中 的 广 , fs 表 
示 同 一 丽 数 ,我 们 将 证 明 这 对 应 是 S 与 5 的 等 长 觅 和 象 ， 
根据 假定 成 立 尺 = 六 , 所 以 

dK =dkK. 

又 因为 (4.65) 成立 ， 
dK =Kiw:, dR= Ko, 

并且 从 天 :一 后 得 出 

aa 一 0Ol。 (4.67) 
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其 次 ,由 于 
dR dk, 
Km +t Kiswa = Ki + Ki.s02, 
因此 ,从 (4.68) ，(4-.64) , (4.66) , (4.67) 看 出 
ca 一 Ga。 (4.68) 

(4.67) 和 (4.68) 表 明了 所 论 的 点 对 应 是 两 曲面 的 等 长 喘 象 . 

b) Ki 是 的 画 数 的 情况 。 改 KK1 一作 K)。 这 时 ,从 (4.62)s 
得 出 


从 而 oi 是 全 微分 。 所 以 
ol 一 0. 
由 此 可 见 ， 
[oaxoail 一 0 
而 且 如 车 构 厂 程 (3.104) 所 示 ， 成 喜 关 系 式 
13 一 Da0)3。 (4.69) 
bi) ps 同 天 是 独立 的 丙 数 的 情况 ， 这 时 ， 
Qps=- pa 十 pa3a03 
的 系数 psd，pas 作为 ,pa 的 画 数 可 以 写成 
pai—g1(K, pa), paa—9a(K, pa). (4.70) 
当 两 曲面 5, 是 等 长 时 , 选 定 这 样 的 标 形 , 使 (4.62) 在 
对 应 点 成 立 。 这 样 , 在 对 应 点 及 一 K; 如 果 天 :一 A( 玉 )， 那 末 Ks 
= 下 ( 玉 ) 。 因 此 ， 
0 人 13 一 pata 
也 成 立 , 而 且 在 对 应 点 还 成 立 
pa 一 Pa， (4.71) 
另外 ,关于 pa 同 (4.70) 一 样 地 可 以 写成 
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pai (KR, pa), Das 一 ga( 尼 ，pa)， 
在 (4.70) ，(4,72) 两 式 中 的 gq, ga 分 别 表 示 同 一 西数 . 
反 过 来 ,我 们 选取 两 曲面 5,，S 上 的 标 形 ,使 成 立 
Ks=0,， K,=0. 
这 时 如 果 
Ki—/(K), FK,~—f(K) 
并 且 下 ,ps 是 独立 丙 数 , 按 照 两 式 
K=E, ps 一 pa 
确定 两 曲面 上 的 一 对 一 的 对 应 ， 


(4-72) 


(4:78) 


(4.74) 


(4:75) 


假如 用 同一 棚 画 数 g1, 9s 能 使 (4.70) , (4.72) 成立 的 话 , 我 们 


将 证 明 这 对 应 是 两 曲面 的 等 长 喘 象 . 
根据 假定 , 4K dK, 而 且 (473) 成立 ,所 以 
Kiw1 = Km. 
按照 (478) ，(4.74) 便 导 出 
@1= 1, 
其 次 ,从 dps 一 4ps 得 到 
palal 十 paam3a 一 ai01 十 aa0a。 
从 (4.70) ，(4.72) ，(4.75) ，(4.76) 易 知 


009 一 CD3， 


(4.76) 和 (4.77) 表 明了 3, 8 是 按照 (4.75) 等 长 对 应 的 ， 


ba3) os 是 五 的 落 数 的 情况 ， 对 于 曲面 5， 
Ki=f(K), Ks=0; 
a 
1 二 A ) W123 P22, | 


成 立 。 如果 有 & 和 总 是 等 长 的 ,在 对 应 点 
EK=K, 
井 且 很 明显 地 ,用 同一 租 丽 数 了 ,g 可 以 表册 


(4.76) 


(4.77) 


(4.78) 
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F=f/(RK), EE=0; 
_ 六 -~ 4.79 
1 一 A ， 0013 一 Da0D)3， | ) 


我 们 在 下 文中 将 关 明 具有 同一 组 画 数 f，g 的 这 类 两 曲面 是 
以 依赖 单 参 数 的 自由 度 互相 等 长 对 应 的 ， 
为 此 ,假定 按照 两 关系 式 
K=K, w= (4.80) 
来 确定 S, S 问 的 点 对 应 。 首 先 使 在 S 上 的 典 移 玉 一 c(c= const.) 
和 在 S 上 具有 同一 常数 。 的 曲线 民 =-e 互相 对 应 起 来 ， 至 于 这 些 
曲 禾 上 的 哪 一 点 和 哪 一 点 对 应 的 峡 题 ,要 从 第 二 条 件 os 一 来 确 
定 ， 
可 是 在 两 曲面 上 恒 有 太 = 民 , 所 以 
dk =dK, 
f(RK)o=f (KR). 
如 果 攻 一 民 , 那 末了 (K) = 了 (下 ), 从 而 成 立 
wi = 61, (4:81) 
在 曲面 S 上 取 玉 和 另 一 独立 丙 数 为 新 参数 , 以 代替 4, vo, 而 
重 半 改 写 为 及, v， 在 曲面 上 向 样 地 取 形 如 尺 , w 的 参数 .然后 
考察 Pfaff 形式 
09 = (2a, (4.82) 
由 于 我 们 是 在 玉 = 到 的 条 件 下 进行 讨论 的 , 不 妨 把 这 Pfaff 形式 
看 做 区 , 2, 9 等 三 个 变数 的 Pfaff 形式 。 
可 是 外 导 微 它 的 两 边 ， 
[camis]】 一 Foiai3] 3 
并 从 (4.78) ，(4.79) , (4-81) 代 入 这 里 ， 
g(K)[o (ws — 3)] =0, 
所 以 这 式 确 实 是 根据 (4.82) 成 立 的 ， 这 表明 了 (4.82) 是 完全 可 积 
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分 的 。 因 此 , 在 以 ( 玉 ， 9， 1) 为 坐标 的 三 蕉 空间 里 通过 任何 一 点 必 
有 二 从 的 积分 流 形 , 而 这 流 形 是 由 形 如 

EK=NA(é, 7, 6, vp(é, 7 0), v=v(é, ,0) 
的 方程 表达 起 来 的 。 玉 ,bw, 9 是 独立 地 变动 的 , 所 以 入， my 也 是 
独立 责 数 。 因 此 ,从 前 两 个 可 以 解 出 ,7F,c 中 的 适当 的 两 个 , 着 
县 把 这 两 个 代 人 第 三 式 里 , 便 得 到 

v=F(v, K, a). 

这 里 4 表示 ,Fc 中 的 一 个 ,而 是 作为 (4.82) 的 积分 常数 遗留 下 
来 的 . 


K=K, v=F(v, K,o) (4.88) 
答 出 曲面 S 与 5 的 等 长 映 象 .这 是 因为 ,这 时 (4.81) ，(4.82) 都 
成 立 了 的 称 故 ， 
映 象 (4.83) 包含 任意 常数 4 在 内 , 所 以 从 8 到 总 就 有 了 等 长 
映 象 的 连 乱 族 . 


【习题 】 
1。 证明 曲 面 
Ti=a(C0 WHEOIV), Ta=a(sinutainv), j=c(u+)) 
可 以 展开 到 回想 面 上 . 
2。 曲面 
P=—=Auy za=bv, 2rs=au + bv2 
和 曲面 


Ti=0Uy m= 2 一 QU2- 二 pr02 


当 ab=a'b' 时 ,证 明 它们 具有 同一 的 Gauss 曲率 ,而 不 是 互 为 等 长 的 。 
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我 们 在 前 面 全 驾 诈 过 Gauss 曲率 0 的 曲面 是 可 展 面 。 因而 ， 
在 这 样 的 曲面 和 硅 面 的 某 颌 域 之 问 可 以 确定 等 长 的 对 应 。 可 是 在 
平 功 上 有 彼 称 为 合同 变换 的 依 融 三 个 套数 的 等 长 变换 ， 平 面 上 的 
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任意 什 成 刀 是 以 三 参数 的 自由 度 同 写本 身 做 成 等 长 对 应 而 变动 
的 。 

在 另 一 证 面 ;如 4.5 中 所 述 , 只 要 Glauss 曲 麻 是 常数 ,这 曲 
面 的 适当 小 舍 域 了 是 以 三 参数 的 自由 度 同 它 本 身 做 成 等 长 对 应 而 
变动 的 。 因 此 ,这 个 便 域 D 的 图 形 可 以 说 成 在 曲面 上 的 几何 学 的 
意义 下 同 它 合 同 而 以 三 参数 的 自由 度 的 变动 是 可 能 的 。 此 外 , 特 
别 地 值得 注意 的 是 ,这 曲面 上 的 任意 点 P 移 到 其 他 任意 点 @, 而 
且 通 过 卫 的 任意 方向 对 应 于 通过 @ 的 任意 方向 的 这 种 等 长 对 应 ， 
可 以 在 也 的 邻 域 与 @ 的 邻 域 之 问 确定 起 来 ， 这 志明 了 , 当 我 们 把 
所 论 曲 面 本 身 看 做 二 凌空 间 时 ， 这 空间 的 各 点 都 是 同 权 而 且 在 各 
点 的 无 论 哪 一 个 方向 也 都 是 同 权 的 ; 换 冒 之: 

这 表明 了 这 空间 的 齐 次 性 ， 如 在 右 图 中 所 (2 

示 ， 在 把 球面 叫 进去 的 曲面 上 叫 进 的 地 点 的 ON 

及 <0, 而 不 由 进 的 地 点 的 及 >0， 所 以 不 能 

使 这 些 部 分 做 成 等 长 的 对 应 , 换 车 之 : 当 把 这 图 4.16 

样 的 曲面 看 做 具有 从 三 条 空间 自然 地 话 导 于 其 上 的 dsa 的 一 答 空 
间 时 , 它 并 不 具备 齐 次 性 . 

Gauss 曲率 是 常数 的 这 种 曲面 在 上 述 意 义 下 具备 齐 次 性 这 一 
事实 是 非常 值得 注意 的 。 为 有 这 个 性 质 , 这 种 曲面 有 关 的 曲面 上 
的 几何 同 欧 几 里 得 于 面 儿 何 有 显著 类 似 之 处 ， 

非 欧 几 里 得 几何 有 丙种: 一 种 是 在 平面 上 答 定 一 条 直入 1 和 
直 萎 外 的 一 点 4 的 时 候 , 通 过 4 而 与 1 不 相交 的 直 灯 连 一 条 都 不 
能 引 的 性 质 成 立 的 几何 ， 序 所 蛮 狂 图 的 非 欧 几 里 得 几何 ; 另 一 种 
是 在 同一 假定 下 , 通过 4 而 与 ?不 相交 的 直 米 可 引 无 穷 多 条 的 性 
质 成 立 的 几何 , 即 所 刘 双 曲 的 非 欧 几 里 得 几何 . 了 == 常数 >0 的 曲 
面 上 的 儿 何 入 -常数 <0 的 曲面 上 的 几何 各 各 与 椭圆 的 非 欧 几 
里 得 几何 和 双 曲 的 非 欧 几 里 得 几何 有 窗 切 关 采 ， 以 下 将 说明 这 个 
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事实 ， 

首先 , 在 及- 汪 (4 实 常数 ) 的 正常 曲率 曲面 之 中 如 果 杰 考 
察 最 简 图 形 , 那 应 该 是 牢 径 a 的 球面 了 、 从 4.2 明确 了 ,在 球面 上 
大 加 是 测 地 禾 ， 如 果 把 球面 上 的 大 图 比 作 
平面 上 的 直 效 ， 由 三 条 大 图 绝 转 成 的 三 角 
形 比 作 平 面 上 的 三 角形 ， 如 在 球面 三 角 法 
所 学 到 的 ， 我 们 得 到 平面 几何 的 一 些 类 做 
定理 。 球 面 上 的 等 长 变换 是 以 球 心 D 为 中 
心 的 回转 ， 

图 . 447 两 个 大 图 相 交 于 两 点 ， 这 两 点 是 球面 
上 在 同一 直径 的 两 端 。 方便 上 , 称 这 两 点 为 守 径 对 点 ， 为 了 把 大 
图 比 作 直线 的 观念 搞 得 更 彻底 些 ， 我 们 要 采用 稍为 抽象 的 半 芥 广 
法 ,而 把 互 为 直径 对 点 的 两 点 看 成 同一 点 。 如 果 这 样 想 有 困难 ,就 
把 这 个 球面 洛 赤 道 面 切 开 两 补 ,并且 仅仅 取 北 侍 球 作为 双 空 间 , 来 
诗 论 这 样 的 二 灯 空 间 3 (但 是 在 赤道 上 必须 把 直径 对 点 看 做 同一 
点 )。 

当 两 曲线 、 两 曲面 、 两 空间 等 之 陶 确定 一 对 一 的 速 逢 对 应 时 ， 
这 些 称 为 周 豚 ， 上 述 的 二 蕉 罕 间 是 称 为 射影 几何 的 且 与 平面 同 鸡 
的 .实际 上 ,如 时 用 解析 方法 时 论 乎 面 射 影 几何 ,同时 不 为 0 的 三 
个 实数 之 比 mi:za:zs 表示 平面 上 的 一 点 。 在 另 一 方面 ,选取 三 外 
欧 几 里 得 宏 间 的 志 交 轴 并 考 容 通 过 原点 的 直 米 ， 其 上 一 点 的 三 个 
坐标 的 比值 是 一 定 的 ,所 以 看 出 : 只 要 把 这 样 的 直 钱 看 做 一 点 ,就 
可 使 这 样 的 直线 集 与 所 放射 影 儿 何 的 平面 的 点 做 成 一 对 -的 速 种 
对 应 ， 把 通过 原点 的 直线 用 中 心 在 原点 而 牛 径 是 4 的 球面 来 截 
断 ， 便 可 明了 球面 上 的 直径 对 点 偶 与 射影 平面 的 点 做 成 一 对 -的 
连 获 对 应 。 与 其 说 ,把 赤道 上 的 直径 对 点 看 做 同一 点 ,个 不 如 假定 
北 牢 球 的 面 是 由 薄 箔 做 成 的 ， 把 示 道 上 的 对 应 点 用 兹 糊 粘 贴 一 起 
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而 造 出 一 个 曲面 来 得 方便 ， 这 个 曲面 确实 是 与 射影 平面 同 胚 的 ， 
但 是 不 幸 的 是 ， 在 三 礁 欧 几 里 得 空间 里 要 
使 这 曲面 和 它 本 身 不 相交 错 ， 那 是 无 法 实 
现 的 。 在 四 锥 欧 儿 时 得 空间 倒 可 作出 自己 
不 相交 错 的 且 与 射影 平面 叉 是 同 胚 的 旧 
面 。 但 是 ,在 这 里 可 不 能 涉及 它 。 

上 述 的 北 企 球面 赤道 上 的 点 ， 看 来 好 
象 和 曲面 上 的 其 他 点 不 是 同 权 似 的, 但 是 其 实 不 是 如 此 。 在 赤道 
面 切 开 球面 原 柔 方便 上 的 操作 ,如 果 想 讨论 赤道 上 的 点 @ 的 邻 域 ， 
用 与 通过 @ 的 个 径 重 直 的 三面 来 切 开 球面 ， 而 进行 时 论 就 行 了 . 
如 果 使 用 拓扑 学 的 术 亚 来 表达 ， 那 就 是 襄 , 这 个 曲面 的 两 时 复 廷 面 
(参照 下 一 节 ) 构 成 着 球面 ， 

曲面 了 上 的 几何 是 局 部 地 和 球面 几何 相同 的 ， 与 球面 几何 的 
显著 差别 在 于 两 条 测 地 入 不 在 两 点 相交 的 地 方 。 容易 明了 ,两 条 
测 地 禾 必 须 相交 于 一 点 ,所 以 在 “不 相交 的 两 直线 称 为 在 行 米 ”的 
意义 下 的 平行 线 是 不 存在 的 。 曲面 3 上 的 几何 不 外 平 是 蕉 称 为 类 
图 的 非 欧 几 里 得 几何 . 

在 上 迟 的 几何 里 测 地 糖 都 是 于 曲 芒 。 象 这 样 , 相当 于 直线 的 
变 成 著 曲 焰 , 又 全 空间 的 面积 癌变 成 有 限 的 2ra， 芒 者 们 -- 定 会 
难于 承认 这 是 我 们 居住 的 空间 的 二 蕉 的 类 似 ， 从 而 对 它 和 欧 几 里 
得 儿 何 说 成 是 具有 同 权 的 想法 一 定 会 感到 不 恰 快 ， 可 是 比如 把 4 
取 为 很 大 数 例如 一 亿 光 年 ( 光 年 是 光芒 一 年 间 所 进行 的 距 闹 ) , 这 
样 就 一 就 怎么 样 昵 ? 我 们 在 这 时 观测 中 能 不 能 把 空间 2 与 普通 在 
面 加 以 区 匣 呢 ? 

一 常 孝 >0 的 曲面 除 球面 外 还 有 不 少 ， 如 果 前 下 牛 径 a 的 
球面 的 一 部 分 ,把 它 当 作 薄 纸 做 的 小 片 而 加 以 无 储 迷 地 变形 , 那 末 
这 些 都 是 了 - 误 的 曲面 ， 
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在 Gauss 曲率 及 = 一 -三 (4 常数) 的 届 常 曲率 曲面 中 最 简单 
的 是 竹 称 为 伪 球 的 曲面 。 首 先 对 这 曲面 加 以 说 明 ， 在 三面 上 洗 取 
直 交 籼 (z, 力 ， 屋 从 曲 蔡 O 上 的 每 一 点 卫 所 
51C 的 切 克 与 9 轴 相 交 于 点 4， 而 且 设 儿 段 
PQ 的 长 等 于 定 值 4 的 曲 儿 决定 于 方程 

y=f (2). 
因为 切 红 的 方程 是 
VY -y—y (X—0), 

PQ 的 长 的 平方 等 于 有 9(1+y) ,从 而 


a2 
y= 1, 


因此 , 所 求 的 曲线 C 是 作为 这 个 微分 方程 的 

图 4.19 解 而 得 出 的 。 这 微分 方程 是 容易 求解 的 ; 当 
所 求 的 曲 炎 在 y 提 的 右 咎 乎 面 上 时 , 设 -了 <p< 可， 曲线 CO 决 
定 了 于 参数 表示 


X=acos yg, | 
(4.84) 


4 一 4 log tan (+) -esin pp, 


或 者 把 这 曲线 和 2 轴 平 行 推移 之 后 所 得 来 的 。 在 9 辅 的 左 牢 
个 面 上 击 且 具有 间 样 性 质 的 曲 灯 的 方程 ， 只 须 在 (4.84) 里 以 
2 一 一 4008 2 来 代替 第 一 式 就 可 导出 ， 

访 者 们 可 能 在 微 积 分 中 给 描 曲 克 的 章节 里 学 过 上 述 的 曲 莉 ， 
这 叫做 蝶 地 税 , 有 人 时 它 不 重 ， 其 理由 是 这 样 :有 人 率 着 一 条 狗 出 
去 散步 , 带 长 是 4; 当 他 在 y 翰 上 一 直 各 地 步行 时 , 狗 是 稚 他 所 率 
拉 而 勉强 跟随 前 进 的 , 这 时 狗 所 走 的 焰 路 就 是 点 地 秋 ， 这 曲线 关 
于 2 划 是 对 称 的 , (ec，0) 点 是 其 失 点 , w% 轴 是 尖 点 切 炎 而且 y 轴 是 
活 近 黎 ， 
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关于 这 曲线 还 有 一 个 值得 注意 的 事项 ， 那 就 是 这 曲 禾 的 定义 
同 加 的 定义 有 类 似 之 处 ， 图 是 从 定点 (中心 ) 有 一 定 距 离 (个 径 ) 的 
点 的 束 迹 ,而 现在 代替 定点 的 有 定 直 炉 (y 轴 ) ,代替 秆 径 的 有 一 定 
的 切 禾 段 PQ@。 在 这 意义 下 , 应 该 相 应 地 称 这 曲 禾 为 伪 图 (a 是 伪 
牛 笃 )， 咎 径 4 的 图 的 面积 是 ma2, 而 上 述 的 息 地 巍 与 其 渐 近 攻 之 
间 所 夹 着 的 部 分 的 面积 等 于 <4, 这 个 事实 也 可 以 说 是 类 似 ， 在 
这 里 把 贺 所 在 的 不 面 黎 其 一 直径 的 周 圈 回 竺 ,这 加 画 成 一 个 球面 ， 
而 当 复 地 六 的 下面 檬 其 淘 近 禾 的 周 图 回转 时 ， 奥 地 六 画 成 一 个 曲 
面 , 称 为 伪 球 ， 同 伪 图 一 样 , 擅 球 是 和 从 中 心 有 定 距离 的 点 的 轨迹 
序 球面 类 似 的 ,而 且 相 当 于 球 心 的 是 生地 入 的 公共 渐 近 太 ， 伪 伯 
径 a 的 伪 球 的 表面 积 等 于 4me?， 序 球面 的 表面 积 , 而 且 伪 球 的 体 
积 等 于 362-， 即 球体 积 的 一 咎 ,这 些 精 果 都 可 以 算 在 类 侯 之 列 
但 是 ,最 重要 的 类 似 是 下 述 的 事实 : 球面 是 正常 曲率 曲面 ,而 
且 当 把 它 看 做 二 牙 空 间 并 从 三 礁 欧 几 里 得 空间 答 以 自然 地 薄 导 进 
来 的 尺度 时 , 所 产生 的 曲面 上 的 几何 (球面 几何 ) 同业 图 的 非 欧 几 
里 得 几何 有 密切 关系 ; 同 这 事实 一 样 , 伪 球 面 是 贡 常 曲率 曲面, 而 
且 这 曲面 上 的 几何 同 双 曲 的 非 欧 几 里 得 儿 何 有 密切 关系 . 
伪 生 径 4 的 伪 球 是 伪 半 径 & 的 旧地 线 ( 擅 贺 } (4.84) 的 回转 
面 ,所 以 其 上 的 点 是 用 通过 它 的 子午 入 同 izs 平面 的 交角 2, 以 及 
这 子午 疙 在 所 论 的 点 引 的 切 禾 同 mzs 平面 的 交角 p 来 表达 的 , 即 


01 一 4 C08 pCOSV, Ya 一 和 008 0 din, 


Tm 


ws= 0 log tan (村 + 4 ) 一 asin wR 
容易 验 诈 ,在 这 样 参 数 表示 下 的 伪 球 的 线 素 是 
08s2 一 02(tanspco2 十 oos2 g dv’), 
我 们 在 下 文中 仅 考 察 伪 球 的 上 和 牛 边 郎 zs 之 0 的 部 分 , 并 且 为 
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代替 参数 4 ，2) 而 按照 


一 = . 
一 GO， 7 cos Dp (4.85) 


导入 新 参数 ,7。 从 几何 看 来 ,很 明显 地 % 曲 禾 、g 曲 儿 分 别 是 平 
行 环 和 子午 杂 , 而 且 《 曲线 、?7 曲线 分 别 
也 是 平行 环 和 子午 糙 。 所 以 套数 曲线 整 
个 是 不 动 的 ， 只 是 对 于 各 参数 曲 灯 的 参 
数值 有 所 不 同 而 已 。 所 论 的 伪 球 的 效 素 
是 在 新 参数 人, 的 表示 下 变 为 


ds? = et ， (4.86) 
为 这 式 的 导出 只 要 应 用 (4.85) 来 演算 就 
图 二 加 够 了 。 伪 球 的 上 御 边 对 应 于 
—ar<EEar, NG 
的 部 分 。 
从 上 面 的 线 素 式 看 出 ,可 以 选取 一 阶 标 形 使 得 
w=， w= 4 (4.87) 
分 2 
证 
wa—= Adt+Bdn 
挫 且 把 (4.877 代 人 和 结构 方程 
= [wacosi] ， w= [oaoora] 9 
便 容易 得 到 
da. 
wi3 = 从 . (4.88) 


又 把 (4.87) 和 (4.88) 代 入 
ls 一 —K [wacoa] 3 


我 们 获得 
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EK-— 6 


2 
所 以 伪 球 是 员 常 曲率 曲面 ， 

此 外 ,还 有 许多 寻常 曲率 曲面 。 截 下 伪 球 的 一 片 而 加 以 窒 曲 ， 
得 到 的 曲面 都 是 员 常 曲率 的 . 接 下 去 将 另 立 一 节 来 说 明 伪 球 上 的 
几何 与 非 欧 儿 蛙 得 几何 之 问 的 关系 。 
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在 一 平面 上 考察 直 交 坐标 系 (%, Y) , 而 且 按 照 

2 一 5， Y= (4.89) 
作出 伪 球 上 的 点 (&, ?) 与 这 平面 上 的 点 (4, 9) 之 间 的 对 应 。 这 样 
一 来 ， 擅 球 上 的 点 被 映 象 到 平面 上 由 
二 直线 2= 一 ar,2= 十 az 圈 成 的 带 
y 之 4 的 部 分 去 ， 在 这 上 映 象 下 , 伪 球 的 
上 盾 部 分 和 (%, y) 平面 的 带 y 之 6 的 
点 一 般 地 构成 一 对 一 的 连 和 车 对应， 只 
是 这 条 带 的 两 侧 平 行 多 %== 一 em 和 
2 一 十 oz 在 伪 球 上 对 应 于 同一 条 子午 
禾 ， 所 以 在 这 些 直 禾 上 具有 同一 9 坐标 的 点 应 该 是 伪 球 上 的 同一 
点 的 象 。 为 进一步 明确 这 个 情况 ,考察 个 径 a 的 直 贺 柱 , 并 且 在 其 
一 条 母线 上 涂 上 墨 计 ， 而 把 直 周 柱 沿 这 条 母线 横 皖 在 平面 上 。 然 
后 把 直 图 柱 滨 动 一 周 , 便 得 到 幅 长 2ar 的 一 条 带 ;把 前 壕 的 一 条 带 


图 4.21 
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比 作 这 条 带 来 看 , 就 容易 明了 所 述 的 情况 。 这 条 带 的 两 倒 平行 糙 
上 的 同一 公共 垂 儿 的 两 生 足 对 应 于 将 图 柱 的 同一 点 ， 从 而 把 所 论 
的 平面 看 成 是 薄 罗 做 的 , 沿 这 平行 线 剪 裁 下 来 ,并 粘 止 起 来 使 两 生 
的 对 应 点 重合 , 便 产生 原来 的 直 园 柱 的 包 简 . 

可 是 ,如 果 把 直 图 柱 在 平面 滚动 两 周 , 便 产生 幅 长 4ma 的 一 条 
带 ，。 如 上 所 述 , 用 前 刀 截 断 两 系 并 省 在 直 图 柱 上 , 恰恰 可 和 齿 两 图 ， 
这 时 ,重合 于 图 柱 上 的 同一 点 的 点 在 带 . 上 一 般 有 两 个 ,只 有 重合 于 
上 墨 守 的 母 黎 上 的 点 的 有 三 个 ， 象 这 样 同 直 圆柱 上 的 点 选 定 了 对 
应 的 各 点 所 在 的 幅 长 4xa 的 带 , 称 为 直 图 柱 的 两 叶 复 蒜 面 最初 
所 述 的 幅 长 2we 的 带 可 以 看 成 一 叶 复 迭 面 ， 同 样 ,也 可 考察 m 时 
复 送 面 (m 之 3) .全 平面 是 单 速 通 的 ,而 且 是 直 园 柱 的 无 穷 叶 复 达 
面 。 有 时 称 单 圳 通 的 复 迭 面 为 通用 复兴 面 ， 

映 象 伪 球 的 上 个 边 到 唉 平面 上 由 二 直 茂 "一 一 cr 和 92 
一 十 ax 所 图 成 的 带 y 之 a 
的 部 分 去 ， 这 映 象 员 然 不 
是 伪 球 在 在 面 上 下 接 滚 动 
出 来 的 ， 但 是 它 同 直 图 柱 
在 下 面 上 回转 一 周 的 情 球 
相 类 似 ， 这 是 因为 带 的 两 

图 423 便 以 外 的 点 与 伪 球 上 除 子 
午 粮 v 一 x 以 外 的 部 分 做 成 一 对 一 的 连 秆 对 应 ,而 只 有 这 子午 和 上 
的 点 与 带 的 两 侧 的 各 一 点 相对 应 的 缘故 。 同 在 平面 上 洲 动 直 贺 柱 
的 情况 一 样 ,在 这 条 带 的 两 倒 再 作 各 各 间隔 2xa 的 类 似 的 带 , 便 可 
把 这 些 看 为 伪 球 上 牛 边 的 两 时、 三 时 等 等 的 复 迭 面 。 y 之 a 的 牛 平 
面 是 伪 球 上 千 边 的 无 穷 叶 的 通用 复 逃 面 . 

在 直 罗 柱 上 或 在 伪 球 上 有 众 秒 着 的 曲 科 ， 为 了 要 钻研 这 种 曲 
多 的 性 质 , 不 要 在 原 有 的 情况 讨论 它 , 而 是 如 上 所 述 , 把 直 图 柱 或 
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伪 球 在 平面 滚动 ， 井 且 把 看 做 一 条 糕 的 那 一 条 曲线 陆 著 展开 到 在 
面 上 , 来 钻研 这 和 象 的 曲 禾 的 性 质 ; 从 此 导出 原 曲线 的 性 质 , 比 前 面 
的 证 法 要 五 便 一 些 。 复 迭 面 是 用 于 这 样 目的 的 ， 只 要 钻研 象 曲线 
如 何 蕉 穿 那 些 以 2ru 的 间隔 画 成 的 焉 行 灼 的 情况 ,就 可 看 出 问题 
的 曲线 怎样 人知 秘 着 原 曲 面 的 情况 了 。 

如 果 在 (4.89) 式 里 对 E 不 加 上 一 2me 和 es2ra 的 限制 ,而 是 
使 自由 在 一 co<<t 过 十 co 里 变动 ,我 们 早已 明了 wy 平面 上 的 对 
应 合 域 g>>& 是 伪 球 上 第 边 的 通用 复 泛 面 。 可 是 伪 球 到 平面 上 的 
这 个 对 应 是 共 形 的 。 这 就 是 , 伪 球 上 的 两 曲线 的 交角 与 平面 上 的 
两 对 应 曲线 的 交角 恒 是 相等 的 。 这 个 事实 从 下 面 所 述 可 以 看 出 : 
在 伪 球 上 芋 素 决定 于 (4.86) , 同 df2+drm? 成 比例 , 且 从 而 在 映 象 
(4.89) 之 下 , 它 同 平面 上 的 线 素 dz? 十 dy2 也 成 比例 。 

在 这 里 , 同 普通 长 度 的 量 革 不同, 假定 另外 导 大 在 平面 上 的 新 
量 法 


2 -2 2 
das 一 人 2 十 0 (4.90) 
y 


这 就 是 假定 在 下面 上 对 曲 各 x 一 ZL) ,y 一 y( 介 ,ast 所 BB 选用 
[ CA t+ at 
2 


& 


作为 它 的 长 (方便 上 称 为 伪 疆 长 ) 、 又 称 过 精 西点 4， B 的 曲 米 的 
伪 弧 长 的 最 大 下 限 为 4, B 的 擅 距 离 . (4.89) 这 个 映 象 炊 出 了 映 
伪 球 到 这 样 具 有 长 度量 法 的 平面 上 的 等 长 映 象 。 因此 , 为 了 检验 
伪 球 上 的 测 地 线 ， 在 平面 上 如 能 求 出 连 千 其 上 两 点 4, B 的 这 样 
曲线 ,使 得 
7T=- + dt 
-7 

变 为 最 小 ,也 就 是 求 出 这 个 变 分 问题 的 极 值 蝎 厂 (J =0 的 解 的 曲 
生 ) , 那 末 作为 它 的 原 象 就 可 得 到 所 要 检验 的 测 地 粮 . 
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可 是 求 上 述 变 分 问题 的 极 值 曲 黎 的 开题 在 形式 上 辣 求 杰 索 决 
定 于 
dss— 0 do +t ag) (4.91) 
oy 
的 由 面 的 测 地 杰 的 问题 完全 一 样 ,所 以 屠 


井 注意 到 


_dz 
W139 一 一 9 


2 
只 须 计 论 测 地 禾 的 微分 方程 


/oN ca cal 
和 (多 )++ 傅 Cs 0， 


二 (和 党 )+ 生 和 


的 解 的 曲线 就 够 了 ， 在 这 里 用 一 撤 表 示 关 于 s 的 导 徽 , (4.92)1 变 
为 


(4.992) 


一 0 


积分 后 ,得 到 
v! a 
log($-) -logy— 常数 ， 
从 而 
v1 一 站 yy (ce>0)., 
可 是 ds 决定 于 (4:91), 所 以 用 普通 参数 来 改写 最 后 式 为 
as 
gA/ za 二 
式 中 .表示 关于 上 的 微 商 。 现 在 ,将 求 这 微分 厂 程 的 解 . 
(Gi) ce=0 的 情况 。 由 于 2z=0, 变 为 垂直 于 2 轴 的 直线. 


(4.98) 
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(让) y=0 的 情况 。 这 时 y 一 二 ,就 是 4 轴 的 平行 态 也 是 解 
的 曲线 . 
(iii) 除了 上 列 二 情况 而 外 ,可 以 消去 二 而 改写 址 .93) 为 
I CC ws. . 
yYVITy7-r (r 一 全 常数 ). (4.94) 
为 了 把 这 方程 积分 起 来 ,任意 取 一 条 积分 曲 交 , 设 其 上 的 一 点 
是 卫 (w, y); 而且 在 了 的 切 
卫 的 法 线 与 ? 轴 的 交点 是 W， 
那 未 


2 


vy'= tang, 
~ 1+y? 一 sec0， 


而 且 
PN cos0=Y, 
所 以 比较 此 式 与 (4'94) 式 的 灶 果 , 便 看 出 PNA=r，。 此 外 ,点 依 的 
0 坐标 是 
盛 一 2 二 4 一 和 士 WV 和 一 本 

(两 重 符号 是 按照 y 之 0 而 定 为 土 的 ) ,容易 看 出 这 是 -一 个 常数 。 因 
此 , 所 论 的 曲 焰 是 以 z 轴 上 的 一 点 为 中 心 的 图 , 就 是 衣 , 宪 必须 是 
与 z 轴 直 交 的 图 , 

在 上 文中 我 们 求 得 了 测 地 六 微分 方程 之 一 朗 (4.92); 的 解 的 


曲 米 ， 可 是 
(家 ) + 党 ) ~ 


尖 南 ( 委 )+ 和 合生 (全 )-0， 


所 以 


从 而 也 成 立 
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名 [ 奋 (入)+ 人 + 人 [( 侨 )+ 各 -6 


这 表示 了 , 如 果 对 于 (4:92)1 的 解 ws 关 0, 那 末 这 个 解 也 是 (4.92)。 
的 解 . 可 是 os 一 0,， 从 而 吗 =0 表 示 2 加 的 平行 糖 ,而 它 显 然 不 成 
为 (4.92)s 的 解 ， 所 以 看 出 ,微分 方程 租 (4.92) 的 解 的 曲 焰 是 直 交 
于 4$ 轴 的 图 (包括 直 焰 )。 从 这 和 非 欧 几 里 得 几何 的 关联 , 称 它 为 
人 擅 间 和 线 . 

现在 , 在 上 和 牛 生 面 y>0 考察 映 它 到 本 身 去 的 这 样 的 等 长 变 
换 , 使 在 平面 上 画 着 的 钟 的 时 人 对 回转 方向 恒 丢 保持 着 ;我 们 称 这 种 
变换 为 伪 运 动 , 并 将 求 出 这 种 变换 的 全 部 。 当 以 Gauss 的 复数 表 
示 :一 4 十 缴 来 表达 平面 上 的 点 时 ,变换 


2z" 一 Zz 十 6 (6 实数 )， (4.95) 
2* 一 Qz (ag 汪 0 实数) (4.96) 


各 各 表示 间 2 翰 方 向 的 平行 移动 和 以 原点 为 中 心 的 相似 扩大 ， 而 
且 从 (490) 的 形状 看 出 , 这 些 都 是 
伪 运 动 。 在 这 里 还 指出 , 另 一 变换 


sr 一 -过 (4.97) 


也 是 伪 运 动 。 如 图 4.25 所 示 , 这 是 
使 一 点 了 (2) 与 它 关 于 单位 图 的 反 演 
点 了 P' 的 再 关于 gy 朝 的 对 称 点 卫 *(z*) 
互相 对 应 的 变换 。 现在, 当 取 点 PP 
的 无 穷 小 领域 的 一 点 入 时 ， 


AO7PQ 一 A 人 OQ， 
所 以 
PQ _ P'Q' 
OP 0O0Q * 


可 是 O08& 与 OP ' 的 差 是 无 穷 小 量 , 可 用 OP' 代替 右边 的 0&', 所 
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Pe PQ 加 P*Q* 

-7 

从 而 导出 
~ dw dy _ ~ dv*3- dy™3 
y 2 
这 就 是 说 , (4.97) 也 是 伪 运 动 。 
设 a, 86, 7y， 6 都 是 实数 , 形 如 

* az+pB 加 . 

Z 一 了 十 5， a6 一 6y >0 (4.98) 
的 变换 都 是 伪 运 动 。， 实 际 上 , 当 y=0 时 ,可 以 二 6=1, 所 以 它 变 
为 形 如 


2*=az+B, a>0 
的 变换 ,而 这 又 可 分 解 为 

和 1 一 0Z， 2* 二 Zi 十 BB， 
因此 , 宅 是 伪 运 动 (4.95) 和 (4.96) 的 粗 合 ,从 而 也 是 伪 运 动 。 其 
次 , 当 7Y 天 0 时 ,不 妨 衣 YY 一 1。 这样 ,可 以 分 解 变换 (4.98) 为 


1 
21 一 2 十 6S， 为 一 一 一 ， 
1 


23= (a60—B)zs, zx# 一 2 十 w。 
所 以 它 是 前 述 的 三 种 特殊 伪 运 动 的 粗 合 ,从 而 也 是 伪 运 动 。 

如 果 和 给 a, 8, 7y， 6 以 种 种 的 数值 ,容易 醒 诞 (4.98) 型 的 变换 
做 成 一 个 群 。 从 各 个 变换 (4.95) ，(4.96) , (4.97) 的 性 质 明 了 这 
个 变换 群 的 各 个 变换 是 把 2 翰 (y 一 0) 固定 不 变 ,把 上 年 平面 y>0 
移 到 和 宛 本 身 , 而 且 把 伪 直 线 变 为 伪 和 直线 去 的 ， 

除了 (4:98) 型 的 变换 而 外 ,再 不 存在 另外 的 伪 运 动 。 同 在 欧 
几 里 得 竺 面 上 选 定 一 租 的 对 应 点 和 对 应 方向 时 便 可 唯一 地 确定 合 
癌变 换 一 样 ,在 和 平面 4>0 上 选 定 任意 一 租 的 对 应 点 和 对 应 方向 
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时 也 可 唯一 地 确定 擅 运 动 。 我 们 只 须 关 明 在 (4.98) 中 必 存 在 这 样 
的 变换 。 为 此 , 也 只 要 属 出 在 变 换 集 (4.98) 之 中 必 有 这 样 的 伪 运 
动 , 使 得 在 y>0 上 的 任意 点 为 和 通过 它 的 伪 直 嫉 重 合 到 y 轴 上 的 
定点 和 yy 款 ， 

首先 当 通 过 有 4 的 问题 中 的 伪 直 粹 垂直 于 zz 轴 时 ,只 要 适当 地 
把 形 如 (4.95) ，(4:96) 的 伪 运 动 
粗 合 起 来 ,就 能 得 到 所 述 的 要 求 。 
在 一 般 情 况 下 如 图 4.26 所 未 , 定 
义 zo， Zz 并 考察 


这 也 是 (4-98) 型 的 变换 , 而 把 所 
渝 伪 度 线 明 显 地 移 到 y 轴 , 从 而 
图 4.26 只 要 再 适当 地 运用 (4.96) 型 的 变 
换 ， 便 可 看 出 这 时 候 也 是 可 能 的 ， 
现在 ,将 求 上 守 平 面 4>0- 上 的 两 点 尺 , 为 间 的 伪 焉 离 d(z1, 23) 
的 几何 意义 。 先 假定 连 精 z1, % 的 擅 直 线 是 图 ,按照 伪 运 动 


玉 %— Zo 
”wz) (2—2.) (人 的) 


把 它 变 换 到 gy 轴 ，zo 和 z。 分 别 蕉 移 到 原点 和 无 穷 远 点 去 ; 设 点 
21， 2a 分 别 被 移 到 点 i, dy (y1, 2 是 实数 ) ; 那 末 
dy* _ yz . 
du) -| 5- 一 alog 八 . (4.100) 
一 般 地 和 葵 定 四 点 ?21,23, 23， 24 的 时 候 , 称 


2 。 让 一 24 
(2123, Za24) 王 -一 :一 一生 
Yas Za—%4 


为 这 四 点 在 这 次 序 下 的 挛 丝 。 为 了 四 点 为 , 2%2, za ze 在 同一 圆周 
上 的 充 要 条 件 是 , 交 比 (21za， zaz4) 变 为 实数 ;这 个 事实 从 复数 的 几 
何 表 示 是 容易 明了 的 。 
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可 是 对 ,za, za 2 同时 运用 变换 (4.98) , 设 它 们 分 别 税 移 
到 加, 22, 吕 , 入， 那 未 
(2122) Za24) 一 (2122, Za24) ) 
就 是 说 , 交 上 比 的 值 是 不 变 的 。 如 果 用 关系 式 


芒 一 收 一 《9 一 BY) (z1 一 zs) 
(y21+6) (yz2s+6) 


从 而 
21 一 Z3 (7?2a 十 G) (21—23) 


各 一 个 (yz21+6) (za 一 23) ) 
便 容易 瞪 证 这 个 事实 ， 
可 是 (4.99) 式 是 和 (4.98) 同 型 的 变换 ， 因 此 ,看 出 
(yi, Yy2, 0, 0) 一 轩 
这 样 一 来 ,我 们 敌 于 答 出 了 对 两 点 和 ,23 加 的 伪 距 离 的 几何 意 


= (21%2, os) 。 


义 : 

d (21, za) = |@ log (z122, 202) | 。 (4:101) 
当 连 车 %1, zs 的 伪 直 禾 是 站 和 时 ,从头 就 可 使 用 (4:100) 的 形式 ， 
所 以 这 时 候 也 是 同样 的 。 


连 精 两 点 为 , za 的 擅 直 石 是 连 粘 am， za 的 最 短 矿 实际 上 , 识 
有 连 灶 和 ,为 的 其 他 曲线 (0 地) ,用 变换 
(4.99) 把 所 论 的 伪 直 各 移 到 y 轴 来 , 而 对 Y 
这 样 生成 的 伪 粮 段 与 伪 疆 作 上 比较 。 为 此 ， 
在 伪 粮 段 上 取 无 穷 小 名 段 ST, 设 从 两 端 
所 引 = 轴 的 太行 态 与 伪 缴 相交 于 两 点 Ba， 
Ti, 那 末 以 欧 儿 里 得 尺度 来 量 时 , ST 
<51T1. 可 是 在 8，,8; 的 4 坐标 相同 ,所 以 ， 
以 伪 弧 长 尺度 来 量 时 ,也 成 立 ST <ST,， 
从 而 积分 的 精 果 也 是 同样 的 。 因此 , 这 炉 图 4.27 


tn my 
be] 
[Ld 
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段 是 连结 两 婉 的 最 短线 。 这 样 放 明 了 , 对 于 任意 的 伪 直 效 它 的 弧 

如 上 所 述 ,我 们 在 zy 平面 的 翰 的 上 第 平面 里 所 导 进 的 几何 
具有 显著 的 特征 。 那 就 是 , 当 在 连结 两 点 为 , 为 的 伪 直 糖 上 移动 点 
%， 使 趋 近 于 %% 或 % 时 ,4 (022) 一 co。 只 要 用 变换 (4.99) 把 所 
论 的 伪 直 嫉 移 到 yy 再 来 寻 论 ,从 (4:100) 就 可 明确 这 个 事实 。 因 
此 ,如 果 把 上 后 平面 看 做 二 蕉 空间 或 二 维 字 宙 , x 轴 应 该 是 它 的 无 
筋 远 处 ,部 字 审 的 尽 处 。 伪 长 相等 的 擅 线 段 随 着 同 = 辅 的 趋 近 , 从 
我 们 的 眼睛 看 来 ,应 该 是 逐渐 地 变 得了 . 

当 在 这 二 稚 空 间 里 两 曲线 相交 时 ， 宅 们 的 交角 是 指 两 曲 移 的 
普通 意义 的 交角 而 车 , 

这 样 斌 予 了 长 度 和 角度 概念 的 二 竣 空 间 , 称 为 Poincare 的 
平面 

如 所 周知 , 欧 几 里 得 几何 是 在 公理 体系 上 构成 的 。 在 这 公理 
体系 中 现在 最 严密 的 而 最 简洁 的 要 算 Hilbert 的 公理 体系 ， 在 这 
里 虽然 不 能 群 述 , 但 须 指 出 : Hilbert 的 公理 体系 分 为 五 群 ， 而 分 
别 地 称 为 精 合 、 里 序 、 合同 、 连 续 和 牌 行 的 公理 。 如 果 这 五 群 公理 
全 部 成 立 , 那 末 就 变 为 欧 儿 里 得 几何 ;如 果 前 四 群 公 理 成 立 而 平行 
的 公理 不 成 立 , 那 末 便 称 它 为 双 曲 的 非 欧 儿 里 得 几何 . 

容易 验证 , 我 们 上 文 所 述 的 Poincaré 平面 的 几何 满足 结合 、 
顺序 、 合 同和 连 炉 的 公理 。 可 是 ， 呈 有 平行 的 公理 不 成 立 。 实际 
上 ， 当 一 伪 直 焰 1 和 不 在 其 上 的 一 
所 和 4 是 答 定 时 ,通过 4 可 引 无 穷 多 
伪 址 米 和 ?i 不 相交 .为 阐明 这 个 事 
实 , 如 图 4.28 所 示 , 在 1 和 2z 埋 的 
两 交点 各 引 伪 站 多 mx, ms 使 通过 
4 并 和 1? 相 切 ; 很 明显 ，ms 和 ma 
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的 每 条 与 1 决 不 在 离 4 的 有 限 距离 的 点 相交 ， 在 m1, ma 所 成 的 
角 中 , 挑 出 那 两 个 不 合 有 i 在 内 的 对 顶 角 , 而 且 从 4 在 这 两 对 顶 
角 内 所 引 的 伪 直 米 和 7 在 所 论 的 二 蕉 空间 里 不 相交 。 这 表明 了 平 
行 的 公理 不 成 立 , 而 通过 4 有 无 穷 多 和 ! 不 相交 的 起 . 
在 wy 平面 上 作成 的 上 述 儿 何 是 Poincaré 想 出 来 的 几何 ;而 
且 和 远 常 利用 它 来 证 明 非 欧 几 里 得 几何 是 在 花 理 上 无 矛盾 的 体系 . 
这 样 一 来 ， 已 明确 了 伪 球 这 一 曲面 上 的 几何 与 双 曲 的 非 欧 几 
里 得 几何 之 问 的 密切 关系 ， 
【习题 】 
工 ， 当 条 用 适当 的 套数 表示 时 ， 疙 明 Gauss 曲率 一 定 的 曲面 的 线 过 可 以 
写成 如 下 形式 : 
如 果 区 >0, ds?=Adu?+ cos2(\ Ku)adv2; 
如 果 E=0, d92 二 du2+ adv; 
如 果 KE<0, ds2?==du?++cosh2( 和 二 Ew)dv2， 


式 中 oosh$ 一 二 (e's+e-9)， 


2. 衣 在 曲面 上 有 这 样 的 两 系 曲 钱 , 使 得 各 邓 中 各 有 一 条 曲 厂 通过 曲面 
上 的 每 一 点 ， 称 这 两 系 曲线 为 曲 绕 网 。 如 果 两 系 曲线 中 的 任何 两 条 直 交 ， 而 
且 各 系 曲 线 的 测 地 曲 李 是 不 等 于 0 的 常数 ， 证明 所 论 的 曲面 是 负 常 曲率 曲 
面 。 

3， 永 明 在 双 曲 的 非 欧 几 里 得 几何 里 三 角形 的 内 角 之 和 小 于 二 直角 。 

4， 设 四 点 2 zay ss 24 是 一 圆周 上 的 四 定点 ， 而 且 z 是 其 上 的 任意 点 ， 
证 明 z1, zs， 23，24 在 这 次 序 下 的 交 比 决定 于 


Sin /212n28 。Sjn -2412024 
Sin /202023 ”Sin 一 522024 7 


式 中 二 szzozs 表示 两 厂 庙 z021， 2023 所 成 的 有 同和 角 。 


(21329 2324) 一 
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在 曲面 论 里 特别 重要 的 定理 之 一 是 所 训 Gauss-Bonnet 定理 ， 
本 节 将 加 以 说 明 ， 
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定理 (Gauss-Bonnet) ” 设 在 0 级 曲面 S 上 答 定 了 一 条 由 有 
限 个 C2 级 曲线 弧 所 委 成 的 单纯 于 曲 糙 0 ,并且 它 团 成 单 连通 领 
域 D， 设 m 条 0 角 曲 线 绝 接 成 这 闭 曲 线 , 而 且 这 些 接 合 点 是 相 
邻 二 曲线 性 构成 的 内 角 内 =T 2，…， m) 的 角 点 ， 那 末 戌 立 


fb ds+¥(x -on)+|| ,Ed4—2n. (4.102) 
特别 地 , 当 C 没有 角 点 时 ， 
$ hyds+ jj,x dA=2. (4.103) 


在 这 里 s 是 曲线 的 弧 长 ， 而 且 
当 点 了 这样 党 0C 一 周 , 使 DD 出 
更 于 站 在 切线 正 便 的 观察 者 的 
左 侧 时 ,s 是 增加 的 ; bs 是 曲 


线 C 的 测 地 曲率 ,外表 示 沿 C 


图 4'29 一 周 的 积分 ; 及 表示 颌 域 刀 的 
各 点 的 Gauss 曲率 ,而 且 44 表示 万 的 面积 元 素 , 序 
dA=~v EG— Fdu dv. (4.104) 


Gauss-Bonnet 定理 是 欧 几 里 得 平面 几何 基本 定理 “三 角形 的 
内 角 之 和 等 于 二 直角" 和 球面 几何 的 定理 “球面 三 角形 4BC 的 面 
积 也 与 其 球面 做 作成 比例 ”部 

F=a (d+B+O—n) 
(a 是 球 的 后 径 ) 的 拓 广 。 后 者 又 可 看 成 椭 图 的 非 欧 几 里 得 几何 里 
关于 三 角形 的 内 角 之 和 的 定理 ， 同样, 当 久 一 一 -十 时 , 便 得 到 双 
曲 的 非 欧 几 里 得 几何 的 定理 “三 角形 4BC 的 面积 与 其 角 己 铅 
成 比例 " 序 

F=m(x—A—B-O). 
从 这 样 成 为 初等 几何 基础 的 定理 拓 广 的 事实 看 出 ，Gauss-Bonnet 
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定理 在 微分 几何 里 是 曲线 渝 的 最 重要 定理 之 一 。 

可 分 割 为 有 限 个 曲线 多 角形 的 没有 边缘 的 曲面 称 为 于 曲面 . 
当 在 曲面 上 的 一 点 的 周围 添 附 2 记号 的 充分 小 开 曲 如 ,并 且 把 它 
在 曲面 上 连 炉 移动 , 使 回 到 原 位 置 时 , 如 果 0 记号 恒 是 保持 同一 
定向 , 而 决 不 发 人生 反 对 的 定向 郎 决 不 变 成 C 记号 , 那 未 称 它 为 可 
定向 曲面 . 例如 ,球面 和 游泳 图 ( 称 为 环 面 ) 等 都 属于 这 类 . 也 有 不 
可 定向 的 曲面 。 例 如 图 4.30 所 示 , 取 长 条 的 和 , 把 它 插 一 次 ,使 左 
端的 48B 和 右 蝇 的 48B 这 样 重合 起 来 ,4 和 4、B 和 B 互 相 贴 合 , 便 
得 到 图 4.30 中 的 曲面 .这 是 不 可 定向 的 曲 而 的 一 例 , 称 为 旭 6bius 
的 带 . 这 个 曲面 是 有 边 弥 的 , 但 是 当然 也 可 作出 许 许多 多 不 可 定 
向 的 并 曲面 。 例如 ， 在 4.6 所 述 的 射影 焉 面 是 不 可 定向 的 曲面 。 


只 要 象 上 图 所 示 的 , 作出 M6bius 的 带 , 便 可 明了 这 个 事实 ， 在 三 
稚 欧 几 里 得 空间 里 所 亩 可 定向 曲面 叉 可 
遂 成 是 可 区 别 表 蜂 的 曲面 
Gauss-Bonnet 定理 不 仅 作 为 微分 
几何 的 定理 是 重要 的 ， 而 且 作 为 给 出 微 
分 几何 与 二 蕉 曲面 的 拓 相 学 于 的 联系 的 
定理 还 具有 显著 的 特征 ， 实际 上 ,把 C2 图 和 3 
胡 任 意 可 定向 于 曲面 用 其 上 所 画 的 0? 级 曲 药 弧 分 割 成 为 有 限 个 
曲线 多 角形 ， 征 且 对 每 一 个 曲线 多 角形 应 用 Gauss-Bonnet 定理 ， 
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便 知 道 

isdast T(r -+||E a4=2n, 
式 中 a 表示 所 论 曲 稳 多 角形 在 大 
点 的 内 角 。 对 于 所 有 曲线 多 角形 
作出 这 样 的 式 子 而 且 加 起 来 ; 对 


于 每 一 边 来 说 ,中 hds 是 在 以 这 

; 边 为 一 边 的 两 个 曲 狠 多 角形 里 以 
图 4.33 不 同 的 定向 分 别 地 各 一 次 厅 过 这 
边 的 ， 所 以 产生 相对 值 相等 而 符号 不 同 的 两 值 ， 从 而 加 起 来 就 变 
为 0。 因 此, 成立 

F(x—a) +|| Ka4=2n7, 

这 时 。, bf 分 别 地 表示 所 论 多 角形 分 割 中 的 看 点 、 边 、 面 (多角 
形 ) 的 个 数 ,号 是 关于 所 有 曲 粮 多 角形 的 一 切 内 角 所 取 的 ,而 且 


是 取 逼 曲面 S 的 全 体 的 。 这样 一 来 , 了 a2we 并 且 x 可 以 看 
做 的 这 样 的 倍数 ,就 是 了 个 多 角形 的 每 个 有 关 的 顶点 的 个 数 , 从 
而 是 每 个 多 角形 的 边 的 个 数 , 所 以 zw 一 2mk。 因 而 导出 


上 KdA=—2rx(S), (4.105) 


式 中 
X(S) =—e—E+f. 
XS) 是 古称 为 所 论 于 曲面 的 Euler 示 性 数 ; 如 所 知 , 它 是 在 癌 胚 
上 映 象 下 的 不 变 式 ( 方 便 上 , 单 称 为 拓扑 不 变 式 )， 
Xx(S) 是 拓扑 不 变 式 这 个 事实 的 严密 证 明 是 属于 拓扑 学 的 范 
园 的 ,但 是 ,人 共 (4.105) 式 虽然 比较 粗粮 也 可 得 出 直观 的 诈 明 。 
实际 上 ,假设 固定 曲面 S 的 稻 胞 分 割 而 把 它 的 形状 谊 搁 之 后 
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得 出 的 曲面 是 8 ， 从 (4.105) 式 获得 


| | ,Ka4 -| KdA. 


可 是 对 于 有 的 任意 的 曲 米 多 角形 分 割 艳 六 
(| ,Ka4-2rx(s), 


所 以 看 出 对 于 附 曲 面 S 和 其 同 胚 映 象 的 象 曲面 5 必 戌 立 关系 
xX(5) 一 x(S')， 这 就 是 鹏 , x(S) 是 拓扑 不 变 


式 ， 所 
容易 验证 , 球面 和 球面 的 Euler 示 性 数 人 


分 别 是 0 和 3。 一 般 地 和 象 饼干 这 样 形状 的 曲 
面 穿 了 2 个 空洞 之 后 , 所 得 到 的 曲面 称 为 亏 
烙 2 的 曲面 ， 如 所 知 , 对 于 这 种 曲面 成 立 
Xx(S) ~—=2(1—»). 
(上 图 是 2 一 3 的 情 屁 ,) 
通称 的 Euler 多 面体 定理 是 制定 在 初等 几何 意义 下 多 面体 的 
顶点 . 酚 . 面 的 个 数 e,%, f 之 问 存 在 着 的 关系 
e—k+f=2, (4.106) 
把 这 多 面体 看 为 橡皮 做 契 的 ,把 空气 打 进 去 使 亡 膨 肠 起 来 , 变 成 一 
个 球面 。 这 样 一 来 ,球面 是 彼 答 定 的 多 角形 的 艳 点 、 楼 、 面 的 象 构 
成 的 曲 粮 多 角形 所 分 割 的 ,所 以 成 立 


人 天 24=2myx。 


可 是 就 所 论 的 球面 识 来 , 及 一- 方 而 且 面积 是 4ro? ， 所 以 从 
上 式 得 出 x 一 2。 由 于 在 球面 的 所 论 曲 各 多 角形 分 割 下 ,顶点 、 榨 、 
面 的 个 数 和 答 定 的 多 面体 的 显然 没有 改变 ,我 们 便 获得 了 (4-106) 
式 的 微分 几何 的 证明 

下 面 将 证 有 明 Gauss-Bonnet 定理 。 
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狂 明 [第 一 段 ] 在 上 对 有 限 个 0? 级 曲线 绝 园 成 的 领域 用 
0 才 曲 线 张 再 分 割 为 充分 小 曲线 多 角形 。 这 里 所 谓 充 分 小 的 意 
义 是 这 样 : 对 如 此 分 着 戊 的 每 一 个 曲 娘 多 角形 适当 地 作出 参数 表 
示 ， 使 得 通过 这 曲名 多 角形 的 内 部 的 某 一 点 而 由 关于 所 论 参 数 
(w,2) 的 一 次 方程 答 定 的 曲 炎 ,恰恰 在 两 点 横 截 所 论 的 曲 米 多 角形 . 
很 如 关于 这 样 的 每 一 个 小 曲 交 多 角形 已 烃 妖 明了 Gauss- 
Bonnet 定理 的 语 , 那 示 关于 最 初 答 定 的 大 曲 各 多 角形 0 定理 也 昭 
样 成 立 ， 为 关 明 这 个 事实 ,就 每 一 个 曲 科 多 角形 作出 下 式 : 
hhdst lr —a) +||Fa4=2r, (4.107) 


而 且 这 些 式 全 部 边 边 相 加 ; 凡是 不 
属于 号 的 境界 而 在 其 内 部 的 边 是 相 
Sr) 邻 两 多 角形 的 公共 边 ， 所 以 在 这 边 

(9 EN 上 计 论 | 已 必 的 时 候 , 由 于 曲 禾 的 

定向 相反 ,bb 的 符号 要 改变 ,而 因 

图 4.34 此 在 这 些 边 上 | 如 gs 相抵 消 。 这 样 


一 来 ， 只 剩 下 关于 也 的 境界 上 的 边 所 作 的 积分 加 员 , 称 于 得 到 


中 b, ds, 

其 次 ,在 卫 (w 一 a) 里 号 是 关于 各 顶点 作 和 的 ,而 且 其 中 En 的 部 
分 不 妨 看 作为 关于 各 边 所 作 的 和 ,所 以 

S75=2rk— >'nx 
( 式 中 有 是 关于 CG 的 各 边 作 和 的 ,上 是 在 也 的 边 数 ) ,并 且 

Ya=2xre—F"B 
( 式 中 也" 是 关于 C 的 各 顶点 作 和 的 ，B 是 0 在 各 顶点 的 外 角 , 。 
是 在 了 的 顶点 数目 ) ,从 而 成 立 
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E(wm -a)=2r 8—e) t+" (B—) 
一 2r (4 一 6) 士 (rz 一 a)。 
另 一 方面 , (4.107) 的 右边 之 和 是 2rj (j 是 在 DD 的 曲 灯 多 角形 数 
旭 ) ,所 以 得 到 


fbadstE" (no) +|| KaA-2r(e btf). 


可 是 ,如 果 把 曲面 的 所 论 多 角形 分 割 各 加 以 弯曲 ,使 它 目 合 在 适当 
的 大 年 径 的 球面 上 ， 在 球面 上 没有 帘 这 多 角形 的 网 所 复 盖 着 的 部 
分 又 是 一 个 曲 米 多 角形 ， 从 山 多 面体 有 关 的 Euler 定理 看 出 
e—k+f+1=2,， 
序 | 
e—k+f=1, 
因此 , 当 改 写 >"' 为 区 时 ,得 到 了 
中 kydst Dn —a) +|| ,Kd4=-2n, 

[第 二 段 ] 设 曲 面 上 的 曲 米 在 其 各 点 的 切入 与 曲面 的 一 阶 标 

形 的 向 量 ex 做 成 的 角 为 9, 那 末 这 曲 儿 的 测 地 曲率 决定 于 


_ 用 
ds 


为 证 明 这 式 ， 注 意 到 所 户 测 地 曲率 就 是 把 答 定 的 曲名 的 曲率 向 量 
x"(s) 向 曲面 上 的 点 XCs) 的 切 平面 引 的 正 射影 向 量 的 长 。 可 是 
站 q17oaa a Cal Q / ws cd 中 
x -=[ 率 ( 健 )+ ds ds je+t[ 厅 和 全) 二 全 3 |e 


十 [*jes， 


bh 十 人 2。 (4.108) 


所 以 把 


Ww 
lc050, 二 2 一 Sinb 
3 ds 


代 人 这 里 , 便 得 到 
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1 CC wis os 。 . 
b.q =-(S + ) sin0 81+ C080 ea) 十 [*]es。 


如 果 注 意 到 一 sin 09.81 十 cos 0.es 是 同 Xx" 在 所 论 的 切 平面 上 的 正 
射影 向 量 有 同一 方向 的 单位 向 量 , 便 可 明了 正 射 影 向 量 的 长 决定 
于 (4.108) . 

[第 三 段 ] ” 技 照 第 一 段 中 所 褒 ， 我 们 只 须 对 充分 小 是 和 线 多 角 
有 形 证 有 明定 理 就 够 了 。 首先 在 这 里 假定 它 没 有 角 点 , 从 而 所 葵 的 于 
曲线 0 是 处 处 平滑 的 . 

在 C 所 图 成 的 曲面 片 也 上 的 各 点 ， 上 比 如 用 94 页 里 所 述 的 方 
法 唯一 地 确定 对 应 的 一 阶 标 形 ， 并 假设 曲面 上 的 单位 向 量 和 一 阶 
标 形 在 其 起 点 的 向 量 et 做 成 的 角 是 0。 

识 所 论 曲 面 片 五 的 参数 表示 的 贪 域 是 Do, 而且 (ww, 2) E De。 

在 曲面 片 五 上 的 各 点 引 五 的 单位 切线 向 是, 这样 的 切线 向 量 
集 召 是 由 三 个 变数 粗 (4, 2?, 有 表达 出 来 的 , 在 这 里 (4, EDu， 
一 cc<g< 一 十 cc 而 且 假 定 

(bp 0 0 三 (0 025) (mm 整数 )。 

所 以 五 可 以 看 成 三 锥 空间 ; 称 它 为 纤 亲 共 空 间 . 

在 纤维 从 空间 里 如 果 和 是 (wy 9) 的 单 值 连 秆 机 数 , 那 末 决 定 
了 一 个 二 闪 曲 面 ， 称 它 为 曲面 
片 万 上 的 横 截面 . 

由 于 曲面 片 了 是 充分 小 
的 , 从 假定 可 以 适当 地 选取 03 
般 的 参数 (4, v) 使 得 通过 DD 内 
所 取 的 一 点 型 排 且 由 关于 

图 《3 (u,v) 的 一 次 方程 所 表达 的 曲 

药 与 C 仅 在 两 点 相交 。 这 条 曲线 彼 W 分 成 两 部 分 ,简便 上 称 各 部 
分 为 射 简 , 
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在 C 上 的 点 一 引 C 的 切 矿 ,而且 在 通过 了 的 射 米 上 的 种 点 
引 单 位 向 量 使 它 关 于 预先 选 定 的 一 阶 标 形 的 相对 支 量 等 于 C 在 人 
的 切线 的 相对 支 量 。 这 样 一 来 , 在 给 定 的 曲面 片 卫 上 产生 了 单位 
切 厂 向 量 的 连 芒 集 , 称 它 为 向 量 场 . 

仅 在 点 对 是 不 能 唯一 地 确定 这 样 的 向 量 的 , 所 以 以 是 所 给 
向 量 声 的 奇异 点 ， 这 个 向 量 声 构成 纤 锥 从 空间 里 的 横 截 面 。 当 
然 , 只 有 在 点 所 对 应 的 20， o) 不 能 唯一 地 确定 起 来 ， 

我 们 称 这 横 截 面 为 所 ， 而 且 Fr 的 边 弥 对 应 于 答 定 的 了 的 
边缘 0, 称 前 者 的 曲 禾 为 CY， 又 以 必 为 中 心 而 在 了 上 夯 一 个 年 
径 7 的 充分 小 测 地 图 下 (7) , 而 且 在 Fr 上 称 对 应 于 这 图 到 () 的 
由 禾 为 KK (r)"*. 

更 在 按照 精 构 方程 号 下 

wia= [wasacwa3] 。 
从 (3.25) 代 入 这 里 , 便 变 成 
wi13— (6 —ac) [oloa]。 
如 果 注 意 到 [w1%sj 是 曲面 的 面积 元 素 这 一 事实 ,就 得 出 
w= — Kad., (4.109) 


在 纤维 从 空间 里 
al3 一 (GO 十 cia) 

如 果 2 是 从 严 抄 去 对 应 于 区 (7) 的 内 部 的 部 分 而 得 出 来 的 , 在 
TT* 上 dw 是 二 变数 %, 2 的 Pfa 作 形式 , 所 以 从 Green 定理 得 
到 

| 加 -| a0 tos— | ,d+ es. (4-110) 
可 是 左边 的 发 积分 汞 数 按照 (4*109) 是 了 的 微分 形式 ,从 头 就 和 9 
没有 关系 ,所 以 

左边 一 -中 gan 4 
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且 从 而 当 7?->0 时 , 变 为 


| 和 d4. 
至 于 (4:110) 的 右边 第 一 项 按照 (4.108) 等 于 


中 Ey ds。 
此 外 ,右边 第 二 项 中 的 oua 是 具有 
13 一 人 CI 十 和 30)3 
的 形式 ,而 wa， ws 并 不 包含 d6 的 项 ,所 以 当 +->0 时 ,积分 舍 城 
到 (rm)* 变 为 无 为 小 ,从 而 | ,os>0、 失 且 很 明显 地 | 。 ,0 是 


2z， 这 样 一 来 , 当 在 (4.110) 式 里 ->0 时 , 便 获得 
中 byds+ jx dA—2n. 
[第 四 段 ] 到 此 为 止 假定 了 0 没有 角 点 . 在 具有 角 点 的 情 六 
下 , 尽 任 何 一 个 是 4， 其 内 角 是 4。 在 4 的 充分 小 伟 域 里 进行 
[69+wws 的 时 候 , 从 第 三 段 的 同一 理由 [us 变 为 无 穷 小 , 但 是 


从 |a9 则 产生 x 一 a。 所 以 在 具有 和 角 点 的 情况 下 获得 了 (4:107) 


式 . 

从 Gauss-Bonnet 定理 还 可 看 出 下 列 的 事项 : 

考察 0 节 的 曲 米 绝 , 设 其 绝 长 是 s， 在 其 上 一 点 * 和 充分 邻 
近 点 s 十 ds 各 引 和 了 暴 线 弧 相 切 的 测 地 线 ,， 者 且 
应 用 Gauss-Bonnet 定理 到 所 引 琴 测 地 匾 和 井 
4y 六 绝 中 5 十 Zs 所 图 成 的 三 角形 , 便 得 到 


fh dst2n+t r+||Ed4=2n. 


图 436 磊 边 的 2x 是 分 别 地 在 顶点 s, s 十 4s 各 各 生成 
一 个 的 精 果 ，4z 表示 在 点 * 的 测 地 入 与 在 点 十 4s 的 测 地 禾 的 


s+ds 


ds 


8 
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交角 ; 土 475 一 项 的 复 号 是 如 下 所 述 地 来 确定 的 :在 所 论 三 角形 的 
边 上 葵 与 一 周 的 正 向 ， 使 得 从 曲面 的 正 网 
侧 观 望 这 三 角形 ， 它 的 内 部 但 在 左 侧 ; 二 
如 果 这 个 正 向 和 答 定 曲 粮 的 正 向 在 弧 
3, 5 Zs 上 一 致 ， 那 末 采 用 正 号 ; 反之 ， 
就 采用 员 号 ， 图 和 37 

可 是 测 地 禾 就 是 在 其 各 点 的 测 地 曲率 等 于 0 的 曲线 , 而 且 当 
4s->0 时 ,面积 是 关于 ds 的 二 次 无 汰 小 量 , 所 以 得 到 关系 式 


lim 人 . 
6 四 村 (HD 


因此 , 在 曲 黎 C 上 的 一 点 so 其 测 地 曲率 是 正 的 这 个 事项 意味 着 曲 
入 上 对 应 于 ;之 so 而 且 so 的 邻 域 的 值 的 部 分 要 在 C 在 点 5 的 切 测 
地 入 的 左 侧 。 很 明显 , (4.1Ld) 式 是 平面 曲线 曲 奉 定义 的 类 似 式 ， 

在 应 用 Gauss-Bonnet 定理 的 时 候 , 值 得 注意 的 是 :由 并 曲 禾 
C 图 成 的 储 域 DD 是 所 论 曲 面 的 一 部 分 ,并 且 它 是 单 连通 的 。 有 的 
书本 往往 忘 罩 这 一 点 而 导出 了 错误 的 结论 。 例 如 , “在 受 曲 率 的 曲 
面 上 测 地 各 和 它 本 身 不 相交 ”、“ 下 曲率 的 曲面 上 不 存在 阴 测 地 效 
(作为 没有 角 点 的 阴 曲 多 的 测 地 和 米 )” 等 精 论 就 是 属于 这 类 的 。 比 
方 拿 前 者 来 说 ,假如 相交 的 话 , 必 然 会 产生 由 测 地 焰 弧 做 成 的 而 且 
宝 多 具有 一 个 角 点 的 于 曲 粹 ; 设 在 曲面 上 由 这 了 并 曲 秦 图 成 的 僻 域 
是 D, 如 果 应 用 Gauss-Bonnet 定理 到 这 里 来 , 便 得 到 


= 一 cx 十 | 天 24-2r， 


||Ka4=«+a. 


这 样 一 来 , 左边 恒 是 项 数 , 而 右边 恒 是 正 数 , 就 发 生 了 矛盾 。 这 就 
是 在 员 曲 府 曲 面 上 测 地 获 不 能 和 自己 相交 的 所 襄 证 明 。 可 是 , 在 
单 叶 双 曲 面 上 器 定 一 点 4、 把 和 短 的 橡皮 筋 如 图 4.38 所 示 一 样 
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紧 贿 在 曲面 上 , 这 就 是 以 4 为 角 点 的 测 地 米 , 而 且 上 这 的 证 明 所 


A 


图 4.38 


以 不 能 适用 的 理由 是 在 于 : 树 皮 筋 的 图 子 在 
单 叶 双 曲面 上 震 不 作成 单 速 通 的 颌 域 。 如 果 


汤 单 叶 双 曲面 的 方程 为 
对 
a a a 


它 和 ws 一 0 的 交 多 的 棍 图 是 两 测 地 炎 ， 从 而 
很 明显 地 可 以 看 出 在 中 曲率 的 曲面 上 了 并 测 地 
线 的 存在 的 可 能 性 ， 


生 '99” 卵 形 面 的 刚性 


在 本 书 里 原来 打算 更 多 地 叙述 关于 整体 微分 几何 的 定理 ,但 
是 由 于 现在 已 超过 预定 的 真 数 ， 很 遗憾 地 只 好 在 本 节 举 出 一 个 例 
子 来 做 车 束 ， 
定理 (Cohn-Vossen) C2? 遂 的 互 为 等 长 而 且 处 处 有 正 的 Gauss 


®3 


曲率 的 两 个 孵 形 面 必 须 是 合同 的 
配 明 ”对 于 孵 形 面 驴 这 样 选 取 
标 形 X681628s, 使 得 在 其 上 各 点 久 的 
法 焰 es 向 着 5S 的 外 个 。 
发 人 是 8 与 另 一 孵 形 面 全 间 的 
等 长 的 点 对 应 ,而 且 伍 对 = 了 (x)、 很 | 
明显 ,用 了 出 同 时 决定 了 S 在 X 的 切 图 4.39 


炎 向 量 与 S 在 了 的 切 炎 向 量 间 的 一 对 一 的 对 应 。 如 果 按 照 


61—T(81), 6s=T (es) 


表示 这 个 对 应 ,从 了 的 等 长 性 质 看 出 : 在 


QX 一 (WIL 十 CD3e@3 y 


a = W161 十 wa6s 
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里 如 果 六 十 d= 二 TT(X -GX), 那 末 成 立 
Of 一 O1， Wa= a. (4.112) 
可 是 在 所 作 的 向 量 61 X65 客 珊 还 是 向 着 曲面 的 外 侧 , 还 是 向 着 
内 侧 ， 仍 旧 不 明确 。 在 这 里 假 哉 它 是 向 着 内 侧 的 ， 那 末 对 总 运 用 
一 个 关于 定 平面 的 对 称 变换 ,使 得 新 孵 形 面 上 的 61 x 5s 向 着 它 的 
外 侧 。 如 果 能 证 这 新 部 形 面 按 运动 可 以 使 之 重合 于 5, 那 末 5S 和 
S 成 为 合同 ， 所 以 从 头 假定 全 上 的 61 x 5s 是 向 着 & 的 外 侧 的 法 线 
向 量 来 讨论 ,也 不 妨碍 并 题 的 一 般 性 . 
现在 把 记号 x 看 做 表示 从 固定 坐标 了 条 原点 0 向 着 X 的 向 量 ， 
作出 数量 积 Xe;, 井 且 筷 
Ya—X8a, Ys—Xes, 
在 这 里 4 一 1, 2， 而 以 后 多 常用 4, 5, 6 等 指标 来 表达 1, 2， 这 样 
一 来 ， 
do 一 qgX*ec 十 和 "0eo 一 seb*ec 十 和 。(opey 十 aoses) ， 
从 而 成 这 
dy1 = 1 二 Yad12 + Yais, 
ab 一 aa 十 gtcat 十 Wass。 } C118) 
对 于 曲面 S 也 同样 成 立 两 个 类 似 式 ， 另 外 ,对 于 式 子 
(Yi0a3 —Ya013)' = [dy1033] + Yi102s — [dys1s] — yat1s 
的 右边 代入 (4.118) 和 关于 人 S 的 业 构 方程 , 便 得 知 这 式 等 于 
[aaaas] 一 [ooat1s] 十 ga([wxswass] 一 [ca0018]). 
可 是 


O13 = N101 十 入 13C03， 


_ N12 — Ng1) ， 4.114 
33 = N31001 十 入 33003， | oa 一) ( ) 


所 以 在 (4113) 式 的 演算 下 可 以 改写 上 上 式 为 
(oa 一 9aG18) 7 


一 {(Ma 十 as) 十 ya Minh MiNag — BhiaNia) } [alao3] 。 


?1Iz 第 4 章 曲面 上 的 几何 学 
因为 


H= Bh 十 和 zs) ， 


忆 一 和 it 和 as 一 人 ia， 
而 且 关 于 豆 , 到 也 有 类 但 式 , 置 
了 了 一 和 Djaa 十 Xiaa 一 2113)13) 
又 可 改写 上 式 为 
(yi1038 一 baols) 一 (2H +ys7) [olo3]。 (4:115) 
在 这 里 适当 地 壮 分 所 窒 的 曲面 为 小 曲 灵 多 角形 ， 并 且 对 于 所 
论 的 曲面 的 各 部 分 各 各 作出 参数 表示 ， 使 得 每 个 多 角形 分 别 地 稚 
包含 在 其 内 都 。 又 贰 
中 一 10ss 一 %aaas ? 
那 末 o 是 (w, 2) 平面 的 Pfaff 形式 。 设 D 是 所 论 曲 炎 多 角形 国 
成 的 从 . 域 在 (w, 2) 平面 上 的 对 应 仿 域 , 而 且 0 是 它 的 境界 ,从 
Green 定理 得 到 
| 一 | 号， 


但 是 ,在 两 边 都 求 积 分 的 情况 下 ,把 问题 看 成 是 用 了 套数 表示 而 回 


.2- or， (4.116) 
[5 D¥ 


式 中 Dr 是 用 曲面 上 的 所 论 曲 糖 多 角形 圈 成 的 领域 ， 0” 是 表示 其 
进 界 的 曲 态 多 角形 本 身 的 ， 井 且 假 定 在 求 左边 积分 的 时 候 几 须 这 
样 绕 曲线 多 角形 Cr 一 周 ,使 得 什 域 7 恒 在 左 侧 出 更 . 

这 样 ， 关 于 答 定 的 卵 形 面 上 的 每 个 分 市 曲 和 多 角形 必 成 立 和 
16) 类 位 的 式 于 ;现在 把 这 些 式 子 边 边 相 加 。 由 于 任何 一 个 曲 
龙 多 角形 的 边 恰恰 是 两 个 曲线 多 角形 的 边 ,而 且 在 种 分 的 时 候 , 这 
两 个 多 角形 是 在 这 边 上 沿 相 反 的 右 向 来 积分 的 ， 稻 对 值 相等 而 符 


4.9 ”有 邮 形 面 的 刚性 立 ] 闻 


号 相反 ,所 乌 相 加 的 结果 , 左边 变 为 0。 另 一 方面 , 右边 是 在 卵 形 
面 全 体 上 把 w%' 积分 起 来 的 ,所 以 


| w'—=0, 
g 


因此 ,如 在 207 真 所 述 一 样 , 避 
[oaoasj =0 4， 


并 注意 到 ad4 是 表面 积 元 素 , 从 (4:115) , (4.116) 看 出 
2 | 2a4+|w7e4=0. (4.117) 


如 果 考 察 8 与 5 重合 的 情况 ,由 最 后 式 导 出 
2 | 五 dA+2 | wm dA=0, (4.118) 
从 (4:118) 减 去 (4:117) ,就 有 
2 | a4-2|Ha4-| ys(J —2K)dA, (4:119) 
在 这 里 很 明显 ， 


和 1 一 N11 入 ia 本 和 人 13 


和 ia 一 人 13 Aga 人 233 


J 一 2 玖 一 一 (4.120) 


如 果 记 右边 行列 式 为 4, 那 末 
4<0. (4:121) 
实际 上 , 因为 两 曲面 8$, 8$ 在 对 应 点 的 法 粮 都 是 向 外 的 , 不 妨 把 两 
个 二 次 形式 
才 一 和 ad 十 2Niazi0a 十 和 aa23 ， 
4 一 和 aaa3 十 2Xaaoaoa 十 和 ao 


看 做 都 是 正定 值 或 者 牛 正 定 值 ， 
如 果 对 二 次 形式 4, 4 运用 一 次 变换 


va—lows, llolz0, (4:122) 
正定 值 、 千 正定 值 等 性 质 不 改变 ,而 且 | 
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[Nap 一 | 12° | Nos| 》 
所 以 就 变换 后 的 二 次 形式 来 讨论 4, 也 是 可 以 的 。 可 是 按照 代数 
学 中 有 关 主 轴 间 题 的 定理 只 要 适当 地 运用 一 次 变换 (4'122) , 便 可 
使 4, 4 同时 化 为 
A=Nvi hsmd, 入 13 一 0; 


= N11 十 和 33072 ) 和 13 一 0， 


式 中 
141， M22 >0, 
A11, Ma >0. 


另外 ,因为 5S， S 是 等 长 的 ,在 对 应 点 的 Gauss 曲率 相等 ,就 是 


和 11 和 22 一 和 1 和 ay。 (4: 128) 
从 而 所 论 的 行列 式 4 是 
加 入 
A= (和 一 和 al) (和 as 一 和 as) 一 一 元 (NM 一)2<0， 
11 


4 变 为 0 的 时 候 只 限于 入 1 二 Ay1, 因而 从 (4.123) 得 出 Nas 一 Xoa, 也 
就 是 说 :只 限于 A, 4 重合 的 时 候 . 

现在 ,把 点 0 选 在 卵 形 面 8 的 内 部 , 就 可 以 恒 使 ys>0, 所 以 
从 (4.119) , (4:120) ，(4.121) 看 出 


ja a4-| Ha4>0. 
如 果 对 调 曲 面 S,S 的 位 置 ,同样 地 成 立 
ja da4-| Had4>0. 
所 以 得 到 
颇 a4-|Ha4. 
从 这 式 及 (4.119) ,，(4.120) 获 得 
js4a4=0, 


4.9 凡 形 面 的 副 性 ZI5 
可 是 内 >0, 而 且 (4.121) 成 立 , 要 使 这 式 成 立 , 4=0 县 从 而 
Ad1 一 和 ai ， 和 13 一 N12 ， A 和 22 一 和 aa 

必须 成 立 。 从 (4.114) 这 意味 着 

W183 = O18 as 一 33。 (4 了 24) 
按照 (4.112) , S 和 8 的 第 一 基本 形式 相等 ,而 且 按照 (4.124) ,第 
二 基本 形式 也 相等 ， 因 而 ,根据 8.9 的 Gauss 定理 得 知 S,S 是 用 
运动 可 使 其 重合 的 ， 


由 于 篇 幅 的 关系 有 许多 内 容 不 能 列 大 本 书 ; 最 后 想 在 这 些 内 
容 中 仅 就 特别 重要 的 极 小 曲面 叙述 其 定义 . 

在 曲面 8 的 任意 点 的 邻 域 画 适 当 小 的 单 存 末 曲 炉 0, 使 从 
可 以 切 宙 下 形 如 间 板 的 曲面 片 ， 当 这 曲面 片 的 面积 比 其 他 以 同一 
0 为 边 燥 的 所 有 曲面 片 的 面积 都 来 得 小 时 , 称 原 曲 面 8 为 极 小 曲 
面 。 极 小 曲面 是 二 重 积分 7 一 ||V BG 一 Fdudo 的 变 分 问题 37 
=0 的 极 值 曲面 , 而 且 中 曲率 如 -0 这 个 性 质 是 其 特征 。 极 小 曲 
面 渝 和 变 分 学 、 复 变 画 数 答 .拓扑 学 等 都 有 密切 关系 。 从 实验 右面 
说 来 , 把 金属 图 浸 在 肥皂 水 里 , 使 在 金属 图 上 张 成 薄膜 , 如 果 略 去 
重力 的 影响 ,这 是 极 小 曲面 . 

本 稿 就 在 这 里 精 束 了 ， 如 果 访 者 们 能 够 从 此 稍 许 引起 对 微分 
几何 的 兴趣 ,著者 就 会 感到 无 比 欢 慰 ， 
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